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Técnicas de Integracion

Recordatorio: Identidades:

» coslx=1—sin’zx

w seclz =tan?z + 1

» tan?x =sec?z — 1
1
= cesex) = sec(x)
1
] t S
cot(z) tan(x)
1 2
. cos?(z) = LT C0s22)
2
1-— 2
. sin?(z) = L0000
2
Derivadas:

Lo anterior implica las siguientes integrales:

/sec(m) tan(z)dz = sec(z) + C

/secQ(m)daz = tan(z) + C
. — / csc(x) cot(z)dx = csc(z) + C

. —/CSCQ(ZL‘)dI‘ = cot(z) + C

/sec(m)dw = In(sec(x) + tan(z)) + C

/csc(x)d;v = —In(csc(x) 4 cot(x)) + C
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Sustitucién de Weierstrass: Se entiende como sustitucién de Weierstrass lo siguiente:

u = tan (g) = du = %sec2 (g)dm

Luego para —m < x < m, y usando que:

W,
m\%%l\l)\&

0s )
/1 — /14 cosx
Sabiendo que sin (g) = % y que cos + 957 se obtiene:
/ 1 —cosx

an(2) = 24
B-25

Q

tan
/ 1 + cos T
Luego:
9 1—cosz 1—u?
U= ————— = ST = ——
1+ cosz 1+u
Usando Pitagoras obtenemos:
. 2u
sine = ——
14 u?
1 x 1+cosz .
Luego como secx = —— y como cos | — | =/ ———— se tiene que:
cos T 2 2
2du
dr = ——
14+u
Esto finalmente nos permite transformar funciones racionales trigonométricas en funciones racionales or-
— : 1 :
dinarias. Asi por ejemplo calcule | ——dx, para esto usamos a Weierstrass
sinx + cosx

/ dx _/ 2du
sinx 4+ cosz (1+u2)< 2 1—u2>

1+u?2 142

/ du

2 -

—u2+2u+1
du

2 -

/2—(u—1)2

—_—

t=u—1=dt=du

dt
—92 [ =
=

B T
Asi en resumen: u = tan 5 :

1—u
m COST =
14+ u?
. 2u
» sing =
14 u?
2du
s dr =
* 1+ u?
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Problema 1. Calcule usando técnicas apropiadas:
2 b
(a) / Vth — 12(10t% — 5t)dt
0

Solucién: Ponemos u = t* — > — du = 4¢3 — 2tdt y entonces %du = 103 — 5tdt y ademds cambiando
los limites de integracién notando que sit =0 = u =0 -02=0ysit =2 — u=2*—22 =12 con lo
que nos queda:

12 6/5 |12
5 5 u 25
VsZgu=2——| ==.125/5=925.v12
/0 T s, T 12 g -

(b) /secxda:

Solucién: Multiplicando por sec z + tan z arriba y abajo nos queda:

2
sec” x + secx tanx
I:/ + dx
secx + tanx

Ponemos u = secz + tanx — du = sec z tan x + sec? z con lo que nos queda:

1
I—/du—ln]u\—ln]secm+tanx]+0
u

O
dx
© [ 5"
Solucién: Usaremos fracciones parciales:
1 A n B
2—a2 z+a z-—a
Lo que implica:
1=A(x—a)+ B(x+a)=x(A+ B) + (aB — aA)
Lo que genera el sistema
A+B=0 AN aB-adA=1
que si resolvemos nos entrega:
-1 1
A=— AN B=_—
2a 2a
Por lo que en la integral:
dx -1 1 1
I'= = = —(-1 In |z — C
/xz—a2 /2a($+a)+2a(ﬂc+a) 2a( RSB 0

(d) /xarcsinxdac
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Solucién: Integrando por partes pongamos u = arcsinz y dv = xzdz, por lo que tenemos du =

dr/v/1—x2y v =122/2, con lo que:

. 2
I = | zarcsinzdr = o) arcsin r —

1 / z?

— [ ——dx

2 ) V1—22

Para la integral que queda pongamos z = sin — dz = cos 8df con lo que la segunda integral queda:

.2
da::/smecosé’dO
cos 6

= / sin® 0d0

(A=l 0 e

[=

2 2 4
sin 6 cos 0

0
-2 2
Para volver el cambio es facil notar que si x = sinf) — 6§ = arcsinz y por otro lado como z = sinf —
V1 — 22 = cos 6. Asi devolviendo todos los cambios tenemos:

x2 arcsinz xv1— z?

I:?arcsinx— 1 + 1 +C -

dzx
1 — 22

(e) Utilice 2 métodos para calcular: /

Solucién: El primer método consiste en usar fracciones parciales. Asi:

dx 1 1 1 1 1+
I= = = —(n|l+z/—Infl—z)==1
/1—952 /2(1+:L‘)+2(1—33) p(nt+ef—lnfl —af) =5 n<1_$>+0

El segundo método consiste en usar sustitucion trigonométrica:

z = sinf

= dxr = cosfdb

Con ello,

/ dzx . / cos 0df
1—a2 1 —sin%6
= /sec 0do

= In|secf + tanf| + C

Dado que z = sinf — /1 — 22 = cos 6, asi:

1
sec) = —— y tanf=

v1—z2 V1—z2

Por tanto,
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dx
/ T2 T In (secf + tanf) + C
1 x 1+z
= In + +C=h|—)+C
<\/1—:c2 \/1—932) (vl—x2>
(14 x)?
1 1+z
O
(f) /ln(l + 2%) dx
Solucién: Integrando por partes se tiene
/ln(l + ) dz = zIn(1 + z?) — /23:2(113
B 1+ 22
Para la udltima integral se tiene
2
/ a dm:/l— 1 dx
1+ 22 1+ 22
= g — arctanx
Asi
/ln(l + 2%) dz = zIn(1 + 2?) — 2z — 2arctan(z) + C
O

2¢ — 1

(&) V3 — 2z — 22 d

Solucién: La idea en estos casos es completar un cuadrado en el denominador para luego emplear una

sustitucion trigonométrica. En este caso la primitiva se escribe como
2¢ — 1
——dx
Va—(z+1)2

Usamos el cambio x + 1 = 2sin(¢) con dz = 2 cos(t)dt. Se obtiene

[ a2 acosttd = [ (sin()~3)de = ~acos(t) =3t = ~2/T= (T o ~Barcsin ( T34 ) +C

2 cos(t)

1— x4 222 — 23
h d
()/ z(x? +1)2 v

O
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Solucién: Se trata de una funcién racional asi que se emplearda el método de fracciones parciales.
Escribimos

1-z+2s% -2 A+Bx+c+ Dz+E A+z(E+C)+2*(2A+ B+ D)+2°C +z*(A+ B)
z(x2+1)2 oz z2+1  (22+1)2 z(x? +1)2

Luego 1 —z+ 222 — 22 = A+ 2(E + C) +22(2A + B + D) + 23C + z*(A + B). Ahora igualamos los
coeficientes de ambos polinomios respectivamente. Con esto:

A=1
E+C=-—
2A+B+D=2

C=-1
A+B=0

Por lo tanto A=1,B=—-1,C=—-1,D =1,FE = 0. Asi se tiene

/1—:c+2x — / dac—/ x—i—l / T g
(22 4+1)2 (72 +1)2

r+1 (1 2 1 _ In(z?+1)
/de—/2($2+1)dx+/(x2+1)d:v— 5 + arctan(z)

Se tiene que

y
/ T g 1/ 2z do — — 1
@2+127 7 2) @+102™ T 2@+ 1)
Finalmente
1 —z+ 222 — 23 In(z? + 1) 1
dz = In(z) — 2 "7 arctan(z) — —————
/ 2@ 1 17 x = In(z) 5 arctan(z) 2+ 1) +C -

Problema 2. Sea f : [0,7] — R de clase C2. Calcule f(0) sabiendo que f(7) =2y que

/07r (f(z) + f"(z)) sin(z) do = 5.

Solucién: Por un lado integrando por partes se obtiene

/7r f(z)sin(z) de = —cos(x) f(z)|f + /TF f'(x) cos(x) dz.
0 0

Por otro lado también se tiene

/ f"(z)sin(z) dz = sin(z) f'(z)|5 — / f'(x) cos(z

Sumando ambas integrales se concluye que
f(m)+ f(0) =5.

Asi que f(0) =




