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Ayudante: Rodrigo Henriquez Auba

Ayudantia 7

Teorema de Rolle y del valor medio
Maximos - Minimos

Problema 1. Sea f : [0,1] — [0, 1] derivable con f’'(z) # 1. Pruebe que existe un dnico punto zg € [0,1]
tal que f(zo) = xo.

Solucion: Antes recordemos el Teorema del valor medio:

Teorema del Valor Medio. Sea f : [a,b] — R continua y diferenciable en (a,b), entonces existe ¢ en
(a,b) tal que

Ahora la solucién del problema.

Dado que f es derivable y por lo tanto continua en [0, 1] se puede usar TVI para probar que existe a
lo menos un zg en [0, 1] tal que f(zo) = xo (para esto notar que f(0) > 0, f(1) < 1y trabajar sobre
g(z) = f(x) — x). Faltaria probar que ese x( es inico. Para esto supongamos que también existe x; en
[0, 1] distinto de xg que cumple que f(x1) = x1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer x; > .
Como f es derivable en [zg,x1] podemos aplicar el Teorema del Valor medio en dicho intervalo. Por lo
tanto existe un ¢ en (g, z1) tal que:

flz1) = flzo) @1 —m0

= =1
(xl - 330) 1 — Xo

£0) =

pero esto no puede ser pues f(z) # 1 para todo z en [0, 1], esto significa que si suponemos que xy no
es unico, llegamos a una contradiccion.

O

Problema 2. Demuestre usando el Teorema del valor medio que
x

r+1

<In(l+2z) <=z

para todo z > —1.
Solucion: Razonemos sobre 3 casos:

» z€(—1,0)
Como f(t) = In(1+4t) es continua en [z, 0] y diferenciable en (x, 0) aplicamos el TVM y obtenemos
que existe ¢ en (z,0) tal que
f(0) - f(2)

0—=x

fller) =

es decir,
1 0—In(l1+z) In(1+x)

14+¢ —z B x

Recordemos que —1 < x < ¢; < 0, entonces tendremos que

1
< .
1+ 1+z

1<
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1 1 1
Del< 1 se sigue que M
In(1+2) <.
1 1 In(1 1
De < obtenemos que a(l + 2) <
1+¢ 1+x T 1+2x
obtenemos

5
— <In(1 .
1—|—a:<n( )

De (2.1)) y de (2.2) concluimos que

xil <In(l+2) <=z
= 0
En este caso la igualdad es trivial

3
r+1

=In(l+2)=2=0

=z >0

> 1 y si multiplicamos por z < 0 esta expresién obtenemos

(2.1)

nuevamente multiplicamos por x < 0 y

(2.2)

Como f(t) = In(1+t) es continua en [0, x| y diferenciable en (0, ) aplicamos el TVM y obtenemos

que existe ¢ en (0, ) tal que
f(z) — f(0)

fle2) = z—0

es decir,
1 In(1+ x)

14+c¢ T

Recordemos que 0 < ¢y < x, entonces tendremos que

1 < 1 <1
142 1+c ’
1 1
De < 1 se sigue que M
1+ co x
In(1+2) < z.
1 1 In(1 1
e > obtenemos que n(l +2) >
14+ 1+=z 1+=z
obtenemos .
< In(1 .
1l g a(l+2)

De (2.3) v (2.4) concluimos finalmente que

T
< In(1 <
e n(l+z) <z

< 1 y si multiplicamos por x > 0 esta expresion obtenemos

(2.3)

nuevamente multiplicamos por x > 0 y

(2.4)

Problema 3. Sea f una funcién continua en [a, b], derivable en (a, b) y tal que f(a) = f(b) = 0. Demuestre

que, dado cualquier nimero real k existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = kf(c).

Hint: Trabaje con la funcién g(z) = f(x)e™**.
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Solucién: Antes de empezar recordemos el Teorema de Rolle.

Teorema de Rolle. Sea f : [a,b] — R continua y diferenciable en (a, b), tal que f(a) = f(b). Entonces
existe un numero ¢ € (a, b), tal que

f'(e) =o.
Ahora la solucién del problema.

Sea g(z) = f(z)e *®. Notar que ella satisface las mismas hipétesis que f en el intervalo [a,b]: es
continua, derivable y ademds g(a) = g(b) = 0, por lo tanto podemos aplicar el teorema de Rolle.
Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

g'(c) =0.

Y como ¢'(c) = f'(c)e % — kf(x)e " = e7*¢(f'(c) — kf(c)) tenemos que
e (f'(e) — kf(e) = 0.

Como la funcién exponencial nunca se anula obtenemos lo pedido.

Problema 4. Demuestre las siguientes afirmaciones:

(a) Si0<wu<w< 7, entonces:
u _ sin(u)
- < —
v sin(v)

(b) El teorema del hipédromo, es decir que si 2 funciones f, g tal que f(a) = g(a) y f'(x) > ¢'(x) para
todo & > a entonces f(x) > g(x).

(c) Si f:[a,b] — R satisface que |f(z) — f(y)| < c|z —y|?, Va,y € [a,b] con @ > 1y ¢ € R, entonces f
es constante.

Solucion:

(a) Analicemos la funcién

in (¢
£ =220 s e 0,n/2)
Tomemos dos puntos arbitrarios en el intervalo, z, ¥, tales que x > y. Asi, por el T.V.M:
flx)— fly zcos (z) —sin (z
DI _ oy - 22D 2B e o)

Analicemos ahora la funcién auxiliar g(z) = z cos (z) — sin (z). Notemos que:

g (2) = —zsin(z) < 0,Vz € (0,7/2)

Por tanto,
f(@) = fly
T =T o, o) < 19)
r—Yy
y la funcién es decreciente. Si tomamos los u, v pedidos tendremos que:
F) < flu) = sin (v) - sin (u) LU S%Il (u)
v u v sin(v)

que es lo que se pedia demostrar.
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Ol

(b) Considere la funcién ¢(x) = f(x) — g(z), esta funcién en el intervalo (a,x) cumple por TVM:

Dado que ¢'(¢) = f'(¢) — ¢’(¢) > 0y que ¢(a) = f(a) — g(a) = 0, lo que lo anterior nos queda:

;:p(_xl>0—>f(x)—g(x)>0—>f($)>9(x) 0 > @ O

(c¢) La definicién de derivada nos dice que:

F) — ti 1) = 1)

=y T —vy

Asi, utilizando la desigualdad del enunciado,

@) =|1tm 2 —f@/)' i |[F@ =)
Ty T—y e T —y

VA A G (€7 P et o

Ty |z — y| = ooy |z —yl

_ 3 _ gl
= ;,l;l_rfgl,cm Y| 0

El limite anterior es cero pues o — 1 > 0. Por lo tanto, |f'(y)| < 0 lo que implica que f/(y) = 0
para todo y € [a,b] siy solo si f es constante en [a, b]. 0

Problema 5. Sean f, g dos funciones continuas en [a, b] y derivables (a, b), entonces:

(a) Si f(a) =g(a) y f(b) = g(b), entonces demuestre que existe un ¥ € (a,b) que cumple f'(¢) = ¢'(¥)
(b) Si ademas aparte de lo del inciso a) se cumple que f(c) = g(c) con ¢ € (a,b) entonces demuestre que

existe un ¢ € (a,b) que cumple f”(p) = ¢"(p).

Solucion:

(a) Basta considerar h = f — g que satisface las condiciones del teorema de Rolle y por lo tanto existe
¥ aue cumple 1(1) = 0= /(1) = ¢ (1) -

(b) h satisface el teorema de Rolle entre (a,c) y en (¢, b) por lo que existen nimeros ¥ y 12 que
cumplen:

W' (¥1) = h'(¥2) =0
y aplicando nuevamente teorema de Rolle, tenemos que existe

h'(0) =0—= f"(v) = g"(p)

con ¢ € (11, 19). .
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Problema 6. Los siguientes problemas no tienen relacién entre si:

(a) Sea f(x) una funcién continua en [0,4], derivable en (0,4) y tal que f(0) = 0. Demuestre que si
f'(x) < x entonces f(4) < 16

(b) Muestre que |sin(z) —sin(y)| < |z —y| Vz,y € R

(¢) Sea f:R — R una funcién impar y diferenciable. Demuestre que Va > 0 existe ¢ tal que f’(c) = fi@
Solucion:
(a) Usando TVM en (0,4) tenemos:
oy (&)= f(0) _ f(4)
Dado que f'(c) < ¢y ¢ <4 nos deja que:
f(4)
—r <4 4)<1
s <o .

(b) Usando TVM en la funcién f(x) = sinx en el intervalo (y, z) (sin perdida de generalidad asumi-
mos x > y) tenemos:

sinx — siny

=cosa — |sinz — siny| = |cosal|lx — y| < |z — y|
T —y
pues | cos a| esta acotado por 1. 0
(c) Consideremos el TVM en el intervalo (—a,a):
o< L@ =10 _ @+ @) _ 1@
a—(—a) 2a a 0

Problema 7. Una cuerda de largo L se corta en dos pedazos para formar una circunferencia y un cuadrado
con cada pedazo respectivamente. Determine como debe hacerse el corte para que la suma de las dreas de
la circunferencia y del cuadrado sea maxima.

Solucién: Supongamos que el corte se hizo de tal manera que con un trozo de largo x formaremos
la circunferencia y con el otro de largo L — x formaremos el cuadrado. Luego la funciéon que debemos
maximizar es

2 I — 2
f(x)zirJr( 16x) z €0, L.
luego .
/ _r L=z " . i 1
F@)=g5-—3 Fle=g+3

Se observa que la segunda derivada es positiva por lo que cualquier punto critico serd minimo y no

maximo como buscamos. Luego la solucién se encuentra en los extremos. Con x = 0 se obtiene un area
2

igual a — mientras que con z = L se obtiene o Con la segunda opcién se maximiza el drea, es decir,
m

utilizando toda la cuerda para armar una circunferencia.

O




PonNTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE FACULTAD DE MATEMATICAS

Problema 8. Dado V > 0 encontrar las dimensiones del cilindro recto de menor area total (considerar
las tapas) de volumen Vj.

Solucién: Sean r y h el radio basal y la altura del cilindro respectivamente. Entonces se tiene la
relacion

Vb = 7r'r'2h (81)

mientras que la funcién a maximizar es
A = 27nrh + 272

De (§8.1]) se obtiene una relacién para h en funcién de r. Reemplazamos y obtenemos que

A(r) = Gl + 2712
r

luego tenemos que
2V 4wrd — 2V
B P
L . 5/ Vo ; L
Igualando a 0 para obtener puntos criticos se obtiene rg = o Notar que A’(r) < 0 a la izquierda
T

de r9 y A'(r) > 0 a la derecha de rg, por lo tanto ry es un minimo local (también es vélido verificar

que la segunda derivada en r( sea positiva). Este minimo es global pues r € (0, c0). -

Problema 9. Expresar el nimero 8 como suma de dos niimeros no negativos de manera que la suma del
cuadrado del primero y el cubo del segundo sea lo mas pequena posible. Resuelva el mismo problema si
esta suma ha de ser lo mas grande posible.

Solucién: Sean x,y los nimeros, entonces se tiene que z + y = 8, buscamos minimizar z? + y5.
Reemplazando tenemos la funcién a minimizar (o maximizar):

fy)=8-y)?+y*=y>+y*>— 16y +64

Derivando e igualando a 0 tenemos:

8
3P +2y—16=0 —> m=—3 Ayp=2

Inmediatamente descartamos y; y confirmamos ys con la segunda derivada.
fly)=6y+2— f"(2)=14
por lo tanto x = 6 e y = 2 minimiza la funcién objetivo. Para el maximo notamos que debe estar en

los extremos la solucién. Luego si y = 8 y £ = 0 maximizamos la funcién objetivo.
O




