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MAT1610-6 Calculo I - 2do Semestre 2011
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Ayudante: Rodrigo Henriquez Auba

Ayudantia 2

Limites de sucesiones.

Algunas Propiedades:

» Algebra de limites
Sean {an} y {bn} sucesiones tales que lim a, = a y lim b, = b, con a,b € R (esto es de suma
n—oo n—oo
importancia, pues muchas veces se comete el error de intentar separar un limite en limites que ni
siquiera existen). Entonces:
(a) lim ap,+b,=a+b
n—oo
(b) lim an-b,=a-b
n—oo
a a
(c) Si lim b, =b#0, lim — = —
n—oo

n—o0 by, b

» Teorema del Sandwich
Sean {an}, {bn} y {cn} sucesiones tales que lim a, = L = lim ¢, y a, <b, <c¢, Vn €N, entonces
n—oo n—oo

lim b, =L
n—o0
0 si|r] <1
s limr"=¢ 1 sir=1
n—oo . .
no existe si|r|>lor=-1

. Ny P .. ;. Qn41
» Si {an} es una sucesién de términos positivos tal que lim

=1 <1, entonces lim a, =0
n—0oo  Ap n—o0

a
Demostracion: Puesto que lim "l — ] <1 existen e > 0 y NeNtalesque K =1l+e<1ly
n—oo  Qy
a
"H—l’<e sin>N
Gnp
luego
a
l—e< " clte=K
an

Como a,, es positivo para cualquier n, tendremos a,+1 < a, K. Como esto es valido para todon > N,
podemos reiterar el proceso y llegamos a que:

0<apt1 <apK < an_1K2 < ... < aN+1Kn7N

En vista de que 0 < K < 1 concluimos que a1 K"V — 0 cuando n — co. Finalmente el teorema
del Sandwich permite concluir que lim a, = 0.
n—oo

n
= Se define el nimero e = lim (1 + > . Una propiedad importante que se utilizara es la siguiente:
n—o00 n

n
Llamamos a, = | 1+ > . Como la sucesién {a,}; converge a e, cualquier subsucesién de ella
n

también lo hara. Por ejemplo podemos concluir que

1 n+1 1 2n
lim <1+> = lim <1—|—> =e
n—00 n-+1 n—00 2n

bn Cn

puesto que {b,}52; v {cn}02 son subsucesiones de {an}22 .
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Problema 1. Los siguientes problemas consisten en mostrar la variedad de trucos para el calculo de
limites.

a) Racionalizar y factorizar (£ — 0):
n

lfm v/9n2 + 8n + 100 — /912 + 9n — 1000

n—oo

(b) Nuevamente racionalizar y factorizar:

V3 41— yn

Iim

n=oo  \/n2+4+1-—mn
(c) Factorizacién apropiada:
, (2/5)"
lim

(d) Generalizacién de la factorizacion:
i a4+ b"
nggo ant1l 4 pn+l
con0<a<b

(e) Cambio de variable:
lim vn?2+5n+1+n

n——oo
Solucion:

(a) Racionalizando tenemos:

VOn2 + 8n + 100 + v9n2 + 9n — 1000

VN2 + 8n + 100 — v/9n2 + 9n — 1000 = % -
V92 + 8n + 100 + vOnZ + 9n — 1000

~ 9n% 4 8n + 100 — (9n% + 9n — 1000)
VIn2 4+ 8n + 100 + v9n2 + 9n — 1000

B —n + 1100
VIn2 + 8n + 100 + v9n2 + 9n — 1000

(-1 10

o+ iy for s 1)

Vo+ S+ Jo g 100

n n n n

El siguiente paso consiste en hacer n — oo y notar que los términos de la forma £ con a € R

tenderan a 0. Lo demas es notar que las raices del denominador valdran 3. Por lo tanto:

—1+ 100 -1
lim /972 + 8n + 100 — V/9n? + 9n — 1000 = lim n =—
n—0o0

RO+ 40y fo g 0 6

O
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(b) Para el siguiente problema es necesario racionalizar en el numerador y el denominador. Recor-
dando que (a —b)(a+0b) = a®> —b% y que (a —b)(a® + ab+b%) = a® — b3, ademss es 1itil notar que
Vn = v/ V/n3 por lo que en el problema tenemos que racionalizar usando:

VVR3+1-V/Va3 Va2til+n Y3+ 12 + (VB + DV 4

veRtlon o Vel ldn 80 /mE 1y 4 (VB + )V 4

Realizando todas las expansiones y reducciones respectivas obtenemos:

1

{3+ 17 + 3/ (VP + )V +m n<$/(1+\/%3)2+ : 1+¢%3+1>

U+ ﬁ)Z +

+1
3 1
Y1+ 5 +1
. e : 2
Y usando el argumento del problema anterior tenemos que el limite pedido es 3 O

(c) El problema consiste en factorizar por el mayor nimero en el denominador con el fin de obtener
términos de la forma 7™ con |r| < 1, con lo que ocurrird que cuando n — oo = "™ — 0. Luego
para el problema en particular:

lim (2/5)" = lim (2/5)" . !
n—oo (1/2)" + (11/12)"  n—oo (11/12)" (12/22)7 +1
o (24/55)"
= lim ——————
n—ro0 (12/22)" + 1

(d) Es andlogo al anterior:

e ()
Iim — = lim
n—oco a"t1 4 pntl  noo b7 (a(a/b)™ + b)
= Tfm M
n—oo a(a/b)™ + b
1

= 0

(e) Para este mi recomendacién es nunca meterse con limites hacia menos infinito. Recomiendo hacer
un cambio de variable m = —n con lo que cuando n — —oo = m — co. Asi el limite nos queda:

lim \/(—m)2 +5(—m) + 1+ (—m) = lim vVm2—5m+1—m

m
m— 00 m— 00

, vm2—-5m+1+m
= lfm vm2—->5m-+1—m-
m—00 vmZ2—5m+1+m

3 m? —5m+1—m?
= lim
m=o0 \/m2 —5m+1+m
— lim m(—=5+1/m)

m_“’om(,/l—%Jr#Jrl)

2
2




PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE

FacuLTAD

DE MATEMATICAS

Problema 2. Calcule la siguiente variedad de limites:

1 3n
lim <1 + >
n—00 n+1

) 1., (2002 1, (n2012\\"
(d) nll_)n;o(4s1n (n+2 +§cos ——

(e) lim

" 1
n—)oo; \/17,2—1—]{7
(f) lim Ver +

n—o0

Solucidn:

(a) Para n > 3 tenemos

-0 —1 —1
luego
n3
lim —=0-1-1-1=0
n—oo n!

(b) Notamos que —1 < cos(n) < 1. Luego

Para la sucesién {a,} tenemos

3" 3"
Por lo tanto lim — = lim —— = 0.
n—oo n n—oo nl
. ) . 3"cosn
Finalmente, por el teorema del Sandwich lim =
n—00 n!
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()

1\ 3 1\ (D) 1 \3
lim 1+ = lim 14 1+
n=00 n+1 =00 n+1 n+ 1

1 (n+1) 1 3
— 1m | {1+ N s
n—00 n+1 n+ 2
——

L —e —1

=e-e-e-1-1-1=¢° O

(d) Para todo = € R observamos que

O§0032x§1 y Ogsin21:§1

1., (0202 1, [(n212 1 1 7
0< —si - =nee
=g (n+2>+3COS <n+2>_4 3 12

luego podemos elevar a n y obtenemos

1 5 Tl2012 1 ) n2012 n 7 n
0< (s = < (L
= <4sm <n+2)+3cos <n+2>> = <1z>

7 n
notamos que lim (12> = 0. Luego aplicamos el teorema del Sandwich y concluimos que
n— o0

1 ) n2012 1 ) n2012 n
nh—>ngo<4sm <n+2>+3cos (n+2>> i |

luego tendremos que

(e) Notemos que
1 1 1

= 1
;m: Verl verz T Vwetn
Por lo que lo anterior cumple la siguiente desigualdad para cada término:
1 n 1 P 1 < 1 n 1 P 1 - 1 n 1 oot 1
vVn2+n Vn?+n VnZ+n = Vn2+1 Vn?2+2 VnZ+n = Vn2 Vn? Vn?

Entonces agrupando términos tenemos:

n <Zn: 1 - n_l
ViZtn o = aitk o Vn?
n 1

Y notando que , por lo que tenemos finalmente usando limite:

Vn2+n a \/1+1/n

n

1 1
lim ———— < lim — <1
n—oo /1 4+ 1/n - n—>ookzl 1/n2_|_k; -
R -
—1
Asi por el teorema del sandwich concluimos que el limite buscado es 1. ]
()
n
ver+at =m ¢ (E> +1—x
V \r
———
—1 ]
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Problema 3. Calcule:

n n3
(a) Jim <n3 - n2—|—n+1>
(b) lm (Vn+1-3vn+2+2vn+3)

1
() im <n2+2n—|—1

(d) lim <1+1>4n

n—o00 +1
1—(1—1/n)*
(e) nlggo 1—(1-1/n)3

(f) lim Vem 4

n—o0

(g) lim V1P 4+2P + .. +nP

n—oo

—1\"
(h) lim (” )
n—oo \n + 1

Solucion:

(a)

) n? n3 ) (n?2+n+1)—n3n3-1)
lim — = lim
n—oo\n3—1 n2+n+1 n=oo (3 —1)(n2+n+1)
) n® + nt — n3 1/n?
= lim .
n—soo (3 —1)(n?+n+1) 1/nd
(b) Escribimos
VR+1-3vn+2+2vn+3=(Vn+1—vn+2)+2(v/n+3—vn+2)
Luego racionalizamos cada binomio
Vn+1-3vVn+2+2Vn+3 2 !
n — n n = _
Vn+3+vn+2 Vn+l+vn+2
y cada uno de los términos del lado derecho tiende a 0. Por lo tanto
lim (\/n+1—3\/n+2+2\/n+3) =0
n—>c0 O

(c) Tenemos que:

n?+2n+3\" 1+ 2 "
n2+2n+1) (n+1)2
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Lo anterior nos haria pensar que el limite es 1, pero para concluir el limite formalmente es
necesario usar sandwich, es sabido que la sucesién (14 1/n)™ es una sucesién creciente como sus
subsucesiones. Por lo que en este caso el término de la forma puede ser acotado por

9 (n+1)2 n 9 (n+1)? ﬁ n
1< (e ) e < (1 ) =y
n n

Al hacer el limite es claro que en la derecha y en la izquierda tienden a 1, y por lo tanto por

sandwich el limite es 1. m
(d)
4n nt1\ 4 4
1 1 4 4
1+ = 14 + — e -l=¢
n+1 n+1 n-+1

N—— ——

et —1 OJ

nt—(n—1)4
&

n3—(n—1)3
3

_4n?—6nf+4n—1
33 -3n2+n

-1 O

(g) Esclaro que: 17 < 1P +2P + ...+ nP < nP + ...+ nP = nP*L. Luego aplicando raiz n-esima, es claro
que

V1< V1P + 22+ . +nP < ({n)Pt!

Asi es claro que al hacer n — 0o ambos extremos irdn a 1, y por el teorema del sandwich el limite
pedido es 1. O

n—1\" 1
n+1 _(LH
n—1

—_~—
3

B~
<1 + %)
B 1 1
- n—1 1
(1+:%5) (1+:%)
—1/e? —1
— e 2 ]
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Problema 4. Sea a, con a; =3, a2 =5y apy1 = <an — ), muestre que a, no converge.
An—1

DN | =

Solucién: Supongamos que converge a L entonces:

1 1
e oA =1
2( L>—> —

6a2 + 6
Problema 5. Considere a,4+1 = g"++11, con a; = 4. Pruebe que a,, converge y calcule su limite. (Utilize
an
que a, > 3)
Solucién: Notemos:
Gt 6. ap+1 . ap+11-10 L 10
nr a2 +11 a2 +11 a2 + 11

Ahora probaremos por induccién que a, > 3 Vn € N.

Para el caso base tenemos que a; = 4 > 3. Luego aceptamos para el caso a, > 3 y nos disponemos a
probar que a,41 > 3. Usando que a, > 3 tenemos que:

Sl 10
a2 +11 =20 a2 +11

10 1

>
a2 +11 = 2

1
a2 +11>20 = <, =

Ahora como 1 > 1 si sumamos desigualdades tenemos:

10 11 10 1
= >1-=-=6(1- >6->=3= an1 >3
2 +11-° 2 2 ( a%—|—11> =72 fntl =

Probando lo pedido. Ahora intentaremos probar que es decreciente, notemos que

6a2 +6  ad —6a2 +1la, — 6  (an — 1)(an — 2)(a, — 3)

a2+ 11 a2 + 11 a2 + 11

an — Ap+1 = An

Como a, > 3 Vn € N, entonces tanto numerador como denominador son mayores que 0 (o igual) y
por lo tanto la sucesién es decreciente (no estrictamente decreciente, pero decreciente al fin). Luego
como hemos probado que es decreciente y acotada, la sucesion es convergente. Para calcular el limite

ponemos:
=05 i o I = R UL — G = (L = L)L =)L =3) =0
L2411 - -
Donde tenemos 3 posibles soluciones para L, descartamos las 2 primeras pues a, > 3 y por lo tanto

L =3.
O

Problema 6. Considere las sucesiones {xy, }nen ¥ {yn}nen v los reales z e y tales que

lim z, =2« y lim y, =y
n—oo n—oo
Demuestre que
lim |xn - yn‘ = ’.13 - y’
n—oo
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Solucién: Sea ¢ > 0. Como x,, — x se tiene que existe un natural ng tal que siempre que n > ng se
cumple entonces que
|zy, — x| < €/2 (6.1)

También se tiene que y, — ¥, asi que existe otro natural n; tal que siempre que n > ny se cumplira en-
tonces que

lyn — y| < €/2 (6.2)

Tomemos ng = max{ni,na}, entonces notamos que para n > ng se cumplen simultdneamente las de-
sigualdades y . Luego aplicando la conocida desigualdad triangular obtendremos los siguientes
resultados:

2=yl =z —2p+ 20 —Yn+yn — Y| <|2n — [+ 20 — Yul + [yn — Y

ahora reordenamos términos y usamos (6.1)) y (6.2))
|z =yl = |zn —ynl < lon — 2|+ lyn —yl < €e/2+€/2=¢ (6.3)
A continuacién usamos un procedimiento similar. Tenemos que
‘xn_yn’: |xn_x+$_y+y_yn‘ < ’xn_m‘+‘x_y‘+’yn_y’
y concluimos que
[Tn — | — |z —yl <|on — 2| +|yn —yl <€/2+€¢/2=¢ (6.4)
De (6.3)) v (6.4) se sigue que si n > ng entonces

|Zn — ynl — |z —yl| <€

1
Problema 7. Considere a,4+1 = 2 — — con a; = 3. Pruebe que a, converge y calcule su limite.
Qn

Solucién: Trataremos de probar que 1 es cota inferior de la sucesién. Lo haremos por induccién. Para
el caso base tenemos que a; = 3 > 1, aceptamos para el caso a,, > 1. Buscamos probar que a,4+1 > 1
Asi:

1
anp>1=—<1

1
=2—-——2>2-1
an

= apt1 > 1

Notemos que aa = 2 —1/3 = 5/3 < 3 = a1 por lo que deberia ser una funcién decreciente. Usando
nuevamente induccién ya tenemos el caso base, por otra parte aceptamos para a, < a,—1 y buscamos
probar que an+1 < an. Asi:

1
an < Qp—1 = — >
n an—1
1 1
= —— < —
Gnp, Qp—1
1 1
=2 — <2—
Gnp, an—1

= Ap41 < Ap
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Probando entonces que es decreciente; como ya vimos que es acotada entonces la sucesion es conver-
gente. Para calcular el limite:

1
L:2—Z—>L2—2L+1:0—>(L—1)2:0—>L:1

Asi el limite buscado es 1.

10



