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Ayudantia Extra
Técnicas especiales para derivar - Interpretacién geométrica de la derivada
Teoremas de Rolle y del valor medio - Tasa de Cambio

Problema 1. En un depdsito conico recto entra, a razén de 8 [%] cierto liquido incompresible. El radio
y la altura del depdsito son 21 [m] y 35 [m] respectivamente. Calcule la tasa de crecimiento de la altura
cuando ésta toma un valor de h = 6 [m)].

Solucién: Realizando un diagrama de la situacion, tenemos que:

21

r(t)

h(t)

Notemos que, por el Teorema de Thales, encontramos la siguiente relacién:

r(t) 21 3
) 35 5

Ahora bien, el volumen del liquido contenido en el depdsito corresponde a

V(t) = é 7 r(t)? h(t)

Asi, con la relacién antes calculada, tenemos que:

V() = % x 2% h(t)?

Con ello, la variaciéon temporal de la expresién queda como sigue:

v 9r .o dh dh 259
dt 25 dt dt 97 h(t)?
Reemplazando,
dh 25-8 50 m
T~ orw ~ g~ 0196 T

Problema 2. Sobre un circulo de radio 1 se mueve el extremo A de una barra de largo 3 cuyo otro extremo
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B se desliza sobre un eje fijo.

(a) Determine una ecuacién que relacione la posicién x del punto B con el dngulo ZBOA = 6.

(b) Suponga que A gira en el sentido contrario a las manecillas del reloj con el dngulo 6 variando a una

tasa de 0,6 [rad/s]. Calcule la velocidad de desplazamiento de B cuando = 7.

Solucidn:

(a) Sea z la posicién del punto B. Por el Teorema del Coseno tenemos que:

9=1+x2—2zxcos(0)

(b) Derivando la ecuacién anterior con respecto al tiempo tenemos:

dx dx , de dx xsin (0) df
2228 9% 2 = = U
va i s O FwsnO) = T = @

Cuando 0 = 7 obtenemos = de la ecuacién original, después de descartar la raiz negativa. Esto
da que z = v/2 + \/17/2, que sumado al hecho que

do
— =06
dt ’

da el resultado reemplazando:

d—f ~ —0,5071 [m/s]

Problema 3. Demuestre las siguientes afirmaciones:

(a) Si0<wu<wv< 7, entonces:
u  sin(u)
- < —
v sin(v)

(b) El teorema del hipédromo, es decir que si 2 funciones f, g tal que f(a) = g(a) y f'(z) > ¢'(x) para
todo x > a entonces f(x) > g(x).

(c) Si f:[a,b] — R satisface que |f(z) — f(y)| < c|z —y|?, Va,y € [a,b] con o > 1y ¢ € R, entonces f
es constante.
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Solucion:

(a) Analicemos la funcién
sin ()

1=

, t€(0,m/2)

Tomemos dos puntos arbitrarios en el intervalo, z, ¥, tales que > y. Asi, por el T.V.M:

_ zcos (z) —sin ()
2

z

, 2

€ (z,y)

Analicemos ahora la funcién auxiliar g(z) = z cos (z) — sin (z). Notemos que:

g (2) = —zsin(z) < 0,Vz € (0,7/2)

Por tanto,

f(z) = fy)

T—=Y

<0— f(z) < fy)

y la funcién es decreciente. Si tomamos los u, v pedidos tendremos que:

F) < flu) = sin (v) - sin (u)

(%

-
u

que es lo que se pedia demostrar.

SRS

sin

<

sin

(u)
(v)

O]

Considere la funcién ¢(z) = f(x) — g(x), esta funcién en el intervalo (a,x) cumple por TVM:

Dado que ¢'(¢) = f'(¢) — ¢'(¢) > 0y que ¢(a) = f(a) — g(a) = 0, lo que lo anterior nos queda:

46 >0— f(z) —g(x) >0— f(z) >g(x) Ve>a
x—a 0
(¢) La definicién de derivada nos dice que:
T—Y -y
Asi, utilizando la desigualdad del enunciado,
Ty T —y Ty T —y
>y o —y| v=y [z =y
= lim clz —y|*' = 0
Ty

El limite anterior es cero pues a — 1 > 0. Por lo tanto, |f’(y)| < 0 lo que implica que f'(y) =0

para todo y € [a,b] siy solo si f es constante en [a, b].

O]

Problema 4. Sean f, g dos funciones continuas en [a, b] y derivables (a, b), entonces:
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(a) Si f(a) =g(a) y f(b) = g(b), entonces demuestre que existe un ¥ € (a,b) que cumple f'(¢) = ¢'(¥)
(b) Si ademds aparte de lo del inciso a) se cumple que f(c) = g(c) con ¢ € (a,b) entonces demuestre que

existe un ¢ € (a,b) que cumple f”(¢) = ¢"(p).

Solucion:

a asta considerar h = f — g que satistace las condiciones del teorema de Rolle y por lo tanto existe
B id h=f isf: 1 dici del de Roll I i
¥ que cumple K1) = 0= f'(¥) = ¢/(¥) -

(b) h satisface el teorema de Rolle entre (a,c) y en (¢, b) por lo que existen nimeros ¥ y 12 que
cumplen:

W (Y1) = K (1h2) =0
y aplicando nuevamente teorema de Rolle, tenemos que existe

h'() =0—= f'(¢) = g"()

con ¢ € (11, 12). 0
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Problema 5. Los siguientes problemas no tienen relacién entre si:

(a) Sea f(z) una funcién continua en [0,4], derivable en (0,4) y tal que f(0) = 0. Demuestre que si
f'(xz) < x entonces f(4) < 16

(b) Muestre que |sin(z) —sin(y)| < |r —y| Vz,y € R

(c) Sea f:R — R una funcién impar y diferenciable. Demuestre que Va > 0 existe ¢ tal que f’(c) = fla)
a
Solucién:
(a) Usando TVM en (0,4) tenemos:
oy S = f0)  F(4)
Dado que f'(c) < ¢y ¢ <4 nos deja que:
f(4)
<14 4) <1
L <4— [ <16 .

(b) Usando TVM en la funcién f(x) = sinx en el intervalo (y,z) (sin perdida de generalidad asumi-
mos = > y) tenemos:

sinx — siny

pra—y =cosa — |sinz —siny| = |cosallz — y| < |z — y|
pues | cos a| esta acotado por 1. 0
(c) Consideremos el TVM en el intervalo (—a,a):
o< H@=F=0) _ @)+ @) _ 10
a—(—a) 2a a O




