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Ayudante: Rodrigo Henriquez Auba

Ayudantia 10

Teorema del Valor Medio de Integrales
Integracion por partes - Cambio de variable

Problema 1. Sin calcular las integrales determine cual integral es mayor:

1 1
/ z?sin? zdz / x sin zdx
0 0

Solucién: Recordatorio: Recordemos que la integral conserva de las desigualdades, si f(z) < g(x)

en un intervalo [a, b] entonces:
b b
/ f(z)dz < / g(x)dx

TVM de las integrales, Si f continua sabemos que existe un ¢ € [a, b] tal que:

b
#e) =5 [ fla)da

a este valor f(c) se le denomina valor medio de la integral. Una aplicacién importante es que si
f(z1), f(z2) son los valores minimos y méximos de f(z), = € [a,b] entonces tenemos:

b
fa)(b—a) < / f@)de < f(@2)(b— a)

Para el problema es facil notar que zsinz es un valor entre 0 y 1 en el intervalo [0, 1], y por lo tanto
al cuadrado 2 sin®  serd menor, y por lo tanto:

1 1
/ 22 sin? zdx < / x sin xdx
0 0

O
b
Problema 2. Demuestre que si / f(z)dz =0 con f continua, entonces existe ¢ € [a, b] tal que
fle)=0
Usando el TVM de las integrales:
fle) = ! /bf(a:)dx— ! 0=0
Cb—a ), b—a -

1
d
Problema 3. Demuestre que 277 < / ( v <1lconp,qgq>0
0

P+ 1)4
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Solucién: Notemos que el maximo y minimo de la funcién (continua) se encuentran en z = 0 y en
x = 1 respectivamente, luego usando una aplicacion del TVM de las integrales tenemos:

1 L dx 1
(1P+1)q'<1_0)§/0 (zP + 1)4 = (0+1)q'<1_0)

y asi:
1
2—q</ _dr
“Jo (@P+1)7

Problema 4. Calcule usando integracion por partes:

(a) /ln:cdaz

Solucién: Ponemos v = Inz — du = %’” y dv = dx — v = z con lo que nos queda:

1
/lnxdmzlnx-ﬁ—/a:dx:xln:c—x:ﬂlnm—l)—l-c
X O

(b) / arcsin xdz
Solucién: Pongamos u = arcsinz — du = dz/v1 — 22 y dv = dx — v = z. Luego
I i / c_d
=zarcsinxg — | —=dx
V1 — x2
Luego hacemos un cambio de variable para la segunda integral:
d
z:l—a:2—>dz:—2xd$—>—z2:xd:v

y nos queda:
1 d 1
I = zarcsinz — / B rarcsinz -+ = /zl/2dz
Vz -2 2

Resolviendo y devolviendo el cambio:

/arcsin xdr = xarcsinz + /1 —22+C

(c) /eax cos(bx)dx
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Solucion: Sea [ = / e cos(bx)dx si hacemos integracién por partes con

u=¢€"" A dv=cos(br)dx
y asi:
1
du = ae®dr N wv= 3 sin(bx)
por lo que nos queda:

1 1 1
I=e"". 3 sin(bz) — / 3 sin(bz)ae*dr = ge‘” sin(bz) — % /eax sin(bz)dx

Ahora si hacemos nuevamente integracion por partes en la segunda integral con
u=e" A dv=sin(bx)dz

y asi:

1
du = ae®dr N v= 3 cos(bx)

1 1 1
I= Ee‘” sin(bzr) — % <—e“”" 3 cos(bx) + / 3 cos(bx)ae‘”dm)

2

9 eaw cos(bx) — a /eax cos(bx)dx

1
= ge‘” sin(bz) + = =

1

Agrupando términos tenemos:

24 b? 1
I (1 + a) —7J <a+> = g@‘” sin(bx) + b%ea’” cos(bx)

Y por lo tanto:

I= i leax sin(bx) + = g0 cos(bx) | +C
a2+ b2 \b b2

_ az (bsin(bx);— a;os(bx)) Lo
a®+0b

(d) /cos (Vz)dz

Solucién: Modifiquemos el integrando mediante la siguiente sustitucién:

Sea m = /x y con ello dm = %. Asi,

/cos (\/E)dx:2/\/§cos (\/5)2{;‘5 :2/mc0s(m)dm

Por tanto, aplicamos ahora el método de integracion por partes.
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u = m dv = cos(m)
= du = dm = v = sin(m)
Asi,
msin (m) = /mcos dm+/sm
" /mcos (m)dm = msin(m) 4+ cos(m) + k
Reemplazando,

/cos (V@)dz = 2(msin (m) + cos (m) + k) = 2/zsin (vz) + 2cos (V) + ¢

O
Problema 5. Use técnicas apropiadas para calcular las integrales:
4
-1
(a) Calcule / [z — 1| dx.
o |lz—2[+]z -3
Solucién: Se tiene
4 1 2
—1 —1 —1
/ |2 | d:U:/ xd:c+/ T g
0o |lz—2|+|z—3| 0 2r—5 1 —2x+5
3 4
z—1
—1)d d
—1—/2(33 ).Z‘+/32x_5$
9 3
=24+ =1 — -1 .
+ log(3) — 2 log(s) .

sin(31n(x))

(b) Hallar / dzx.

. o . 1 .
Solucién: Conviene hacer la sustitucién = In(x) pues su derivada — aparece en la integral. Entonces
55

/mmwmm:/mmmU

x
1
= 3/3sin(3u) du

:_C()S:))(ZL)+C

~ cos(In(x))
= —# + C.

se tiene que
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Nota: se usé que / 3sin(3u) du = — cos(3u). Esto puede verificarse haciendo una simple sustitucién

a = 3u. —

8
(c) Calcule / 2\ 1+ 22 dx.
0

Solucién: Se tiene una funcién aplicada sobre 2 + 1 y ademéds aparece su derivada (2z) en la integral.
Por lo tanto se realiza la sustitucién
u=1+ x2,

asi
du = 2xdx

y el intervalo de integracion queda z =0 = u =1, z = 8 = u = 65, luego:

8 65
/ 20\ 1+ 22dx = Vudu
0 1

2 5
(d) Sea f continua tal que / flz)de =4y / f(z)dx = 7. Determine
0 0

1
/ f(2+ 3z) dx.
0

Solucién: Realizar la sustitucion v = 2 + 3z, du = 3dz. Asi se tiene que cuando z varia entre 0 y 1,
u varia entre 2 y 5, por lo tanto:

/lf(2+3a:)da;: 5Mdu
0 3

2

[/(]Sf(u)du—/ozf(u)du]
—4

=——=1
3 Ol

N Wl

(e) Encuentre /COSQ(I') dx.
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Solucién: En integrales que involucren productos de senos y cosenos es comun utilizar alguna de las
siguientes identidades trigonométricas:

1-— 2 1 2
sin?(z) + cos?(z) = 1, sin?(z) = C;S( x)’ cos?(z) = 2+ coster) C;S( z)
sin(2zx) = 2sin(x) cos(z), cos(2x) = cos?(z) — sin?(x)
La identidad a usar dependerd de cada caso.
En este caso se tiene
1 2
/cosz(:c) dx = / +C;S(CI;)daj
—1/1d +1/ (20)d
=3 z+ 5 [ cos(2z)dx
x  sin(2z)
=— C.
2 * 4 + ]

(f) Encuentre /sin3(x) cos(2z) dx.

St
/ sin® () cos(2) d = / sind () (cos? () — sin?(z)) da
= / [sin® cos®(z) — sin®(z)] dz
_ / [sin(z)(1 — cos?(z)) cos(x) — sin(z)(1 — cos?(x))?] da
_ / [0 = P ) = (@ = co @) il
ey = (), etiomees dhy = —sfns) i, Tiees

/sin3(:v) cos(2z) dx = —/ (1 —w?)u? = (1 —u?)?] du

:/[2u43u2+1] du

2
=-w—uwt+utC

5
_2
5

cos®(x) — cos®(x) + cos(x) + C.

(g) Encontrar /0082/3(x) sin®(z) d.
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Solucién: La idea en este ejercicio es la misma. Notar que sin?(z) = (sin?(z))? = (1 —cos?(z))2. Luego
hacer u = cos(x), du = — sin(z) dz.

/COSQ/S(.CE) sin®(z) dx = /c052/3(1‘)(1 — cos?(x))? sin(z) dz
= /—u2/3 (1 —wu?)?du
_/ [u2/3 _ 2u8/3 4 o 14/3] gu
_ _§u5/3 X §u10/3 _ iu17/3 s,

) ) 17

3 3 3
== cos?/3(z) + H cos'03(z) —

o 17/3
77 €08 (x)+C -

Propuesto 1. Suponga que f es continua en [0, 1]. Muestre que

/0 " 2 f(sin(e)) do = : /0 " f(sin(e)) de.

Luego use este resultado para calcular

g xsin®"(x)
dr  ,meN.
/0 sin®"(x) + cos?"(z) v "

Indicacién: Use apropiadamente alguna (o ambas) de las sustituciones t =7 —z y u = 7/2 — .




