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Ayudantia 4

Limites y Continuidad.

Problema 1. Sea f: R — R dada por

—2sin(x) six < %ﬂ,
flx) = asinxz +b sijgxgz,
2 2
3cos?(z) siz > g

Determine a y b de modo que f sea continua en R.

Solucién: Tenemos que es continua en los intervalos (—oo,—m/2), (—7/2,7/2) y (7/2,00) pues se
trata de producto y/o suma de funciones continuas (senos y cosenos son continuos). Por lo tanto solo
resta analizar los puntos —m/2 y 7 /2, pues desconocemos como se comporta la funcién al pasar por ellos.

Recordemos que una funcién f se dice continua en z¢ € Dom(f) si y sélo si

lim f(a) = lim f(z) = f(a0)

T TT
En x = —7/2 tenemos que

lim f(z)= lim —2sin(zx)=—2sin(—7/2) =2
== T—=—5

lim f(z)= lim asin(z)+b=asin(—7/2)+b=>b—a= f(—7/2)
:L‘—)—%+ z—)—%"'

Por lo tanto para la continuidad en este punto necesitamos que
b—a=2 (1.1)
Andlogamente en x = 7/2 tenemos que

lim f(z)= lim asin(z)+b=asin(n/2)+b=a+b= f(7/2)

™ — ™ —
T T2

lim f(z)= lim 3cos?(z) = 3cos*(n/2) =0
1‘—>g+ x—>%+
asi que para la continuidad en este punto es necesario que
a+b=0 (1.2)
de (1.1) y (1.2)) se sigue que f es continua en R si y s6lo si a = —1 y b =1 (se obtienen de resolver el

sistema de ecuaciones).
O
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Problema 2. Pruebe que existe x € R que satisface la ecuacién x = cos(z).

Solucion: Sea
p:R—R

x — x — cos(x)

Notemos que ¢ es continua pues es suma de funciones continuas. Ademés ¢(0) = -1 < 0y ¢(2) =
2 — cos(2) > 0. Por TVI se tiene que existe 2y € (0,2) tal que ¢(xg) = 0. Este z( satisface la ecuacién
dada.

O

Problema 3. Sea f : [0,1] — R continua tal que f(0) = f(1). Pruebe que existe ¢ € [0,1] tal que
fle) = fle+1/2).
Solucién: Sea

¥:[0,1/2] - R
x> f(z) = f(z+1/2)

La continuidad de f en [0, 1] implica la continuidad de 1 en [0,1/2]. Notemos que
¥(0) +v(1/2) = f(0) — f(1/2) + f(1/2) — f(1) = f(0) — f(1) = 0.

Distinguimos dos casos:

= Si(0) =(1/2) = 0 entonces 0 y 1/2 son puntos que satisfacen la condicién pedida.

» Si(0) < (1/2) (o ¢(1/2) < 1(0)) entonces uno es negativo y el otro positivo pues suman cero.
En cualquier caso podemos concluir por TVI que existe ¢ € (0,1/2) tal que ¥(c) = 0. Este ¢

satisface la condicién pedida.
O

Problema 4.

1
(a) Sea f:]—a,a[—{0} — R una funcién tal que lim ( f(z) + —— | = 2. Muestre que lim f(z)=1.
z—0 f(x) r—a~

(b) Pruebe que si f es una funcién acotada sobre [0, 1] que verifica f(az) = bf(x) para 0 < z < % y
a,b > 1, entonces h'm+ f(z) = f(0).
z—0

P
(c) Calcular lim [ (x)]’ donde P es un polinomio de orden n > 1 con coeficientes estrictamente positi-
oo P([z])

VOS.

Solucion:

1
(a) Como la funcién es positiva es claro que f(z) + T > 2. Luego por hip6tesis dado € > 0 existe
x

6 > 0 tal que

1
0< f(x)+ ———2<c¢ ara 0< |zl <.
F@) + 505 b o
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Esta condicién se puede reescribir de la siguiente manera
0<(f(x)—1) (1 1 >< (4.1)
<(flx)—1)—(1—-—= € .
f(z)
y también como

0 < (f(z) 1) (1-}@) <e (4.2)

La expresion (4.1)) al cuadrado mas dos veces la expresién (4.2)) da como resultado

2
(f(z) —1)* + (1— f(lx)) < €+ 2
y en consecuencia

— 1% < € + 2e.
|f(x) |“ < e+ 2¢ 0

(b) Sea M > 0 tal que |f(z)| < M para z € [0, 1] (la funcién es acotada). Como f(azx) = bf(z) para

z € [0, 1], se tiene que f(a’z) = b?f(z) para z € [0, a%] (pues ax debe estar en [0, 1]). Se puede
mostrar por recurrencia que

1
fla"z) =b"f(z) para x € [0, a"] ,n € N\ {0},
de donde obtenemos

7(@)] < 5 paraxe[o,aln],neN\{O}.

Esto muestra que ll'm+ f(z) =0y la ecuacién f(az) = bf(x) implica que f(0) = 0.

z—0 N
(c) Como P es un polinomio de coeficientes estrictamente positivos, se obtiene para x > 1 que
P)-1 _ [P@)] _ _P()
P(z) — P([z]) — P(x—1)
De donde p
T Lid o)y
200 P([z]) O
f(ax)

Problema 5. Sea 8 € R. Suponga que lim

5 = g(a) para todo a € RT. Probar que existe ¢ tal que
T—00 X

g(a) = caP.

Solucién: Notar que

9(0) _ g, Fla0) X T

=g(1).

aﬂ T—00 aﬂxﬁ t—00 tﬁ O
2
Problema 6. Sea f: R — R una funcién monétona tal que lim J;,(( m)) = 1. Probar que para todo ¢ > 0
T—>00 €T
se tiene lim f(cx) = 1. Indicacién: Comience probando el resultado para ¢ = 2.
z—oo f(x)
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Soluciéon: Notar que para n € N se tiene

[ o (F@) fe)  fen)
- i, (7 i 76y) =

Supongamos que f es creciente (el caso en que es decreciente es anédlogo) y ¢ > 1. Claramente existe
n € Ny tal que 2" < ¢ < 2""! y como f es creciente tenemos que f(2"z) < f(cx) < f(2"*'2), de donde

n 1e0) _
@)

Para 0 < ¢ < 1 se tiene entonces que

AT T

para ¢ > 1.

Sl SO




