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Ayudantia 9

Sumas Inferiores y Superiores - Teorema Fundamental del Calculo

Problema 1. Demuestre que, si f(x) es una funcién Riemann-Integrable en [a, b], entonces:

y de aqui deduzca que:

/1f( )z = 1i lfjf("’>
) xx_nl—{gonk:l n

Solucién: Recordemos la definicién dada por Riemann para su integral:

Una funcion f acotada definida en un intervalo |a,b] se dice que es Riemann integrable en [a,b] si
existe un numero I en los reales tal que, para todo miumero real positivo € existe una & positiva tal
que si P es una particion de [a,b] con |P| < § y S(P, f) es cualquier suma de Riemann entonces

IS(P, f) —I| <e.
Entonces, sea f una funciéon que cumple con las caracteristicas anteriores:
b n
/ f(x)dx = lim Zf(ck)Axk
a

n—00
k

Asi, sea P una particién de [a, b] definida de la siguiente manera:
a=xp<x1 <To<a3< < Tp_1<xp=2>b
Tp—1 S Cp S T

Dado que la funcién es integrable para cualquier suma de Riemann, tomaremos una particién de n
subintervalos de la misma longitud:

b—a
n

Az, = Ax =

Elegiremos ¢ como el punto terminal derecho de cada subintervalos. Asi:

(b—a)k

n

ck =a+k(Az) =a+

Dado que la funcién es integrable, es claro que:

IS(P,f)—Il<e =
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Con ello, llevando refinando nuestra particion P aumentando el nimero de subintervalos:

b _ w _
/a f(x)dx:gn;obna;f<a+(”7f)k>

Ahora bien, aplicando el resultado anterior tenemos que:

Problema 2. Sean 0 <a <by
_J oz sizela,bNQ
flo) = { 0 sizé€lab\Q

Encuentre la integral de Riemann superior e inferior de la funcién f. ;Es integrable?

Solucién: Dada una particiéon P denotaremos por s(P, f) y S(P, f) las sumas inferior y superior
asociadas a esa particiéon. Como los conjuntos Q y R\Q son densos en R (es decir, en cualquier intervalo
siempre hay racionales e irracionales) vemos que para cualquier particién P de [a, b] se tiene s(P, f) = 0.

En consecuencia .
/ fdx=0.
Ja_

n n n 1
S(P,f) =) mi(zi—xi1) =) o7 — Y ximi 1 > = (b* —a?),
(P, f) ; ( 1) ; i ; 12 )

Por otro lado,

2 2 :
pues 2r;r;—1 < xj + x;_;. Esto sugiere que

7bd ]‘b2 2
/af ac:i( —a”).

En efecto, tomamos la secuencia de particiones uniformes P, con x; = a + (b —a)i/n,i = 0,1,...,n,
vemos que

T}LIEOS(Pn,f) = lim b_aZa—i—(b—a)z’/n

Se concluye que f no es integrable.

Problema 3. Sea f : [0,1] — R definida por

1 siz=41neN
)= "

0 en otro caso

Muestre que fol f(z)dz =0.
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Solucién: Dado € > 0. Por propiedad arquimediana existe ng € N tal que 1/n < €/2 si n > ng. Elegir
una particién P dada por

O=xzp< 21 = <To<...<xp =1

ng+ 1

tal que z; — x;—1 < €/(2ng) para i = 2,3,... k. Entonces

€ €

S(P.f)=s(P.f)=S(P.f) <5 5=

€.

Problema 4. Calcule por definiciéon:
b
/ etdx

Solucién: Dado que e* € Cla,b] = e* € R|a,b]. Entonces consideremos la particién uniforme [a, ]
cuyo termino general esta dado por:

mk:a—l—M, k=0,1...n
n

mientras que el largo puede ser expresado como:

b—a

Az = Tpy1 — T =

Luego podemos calcular como sigue:

b n—1
/a edr = nll_)ngogof(a:k)Axk

-1 Y
— w27 nz oot 2]

n—oo N

k=0
1
b—a < b—a\k
= lim e’ e( =)
n—oo N
k=0

Problema 5.

Utilizando el Teorema Fundamental del Céalculo, determine:

(a) /12 (2% — 3)dx

(b) /O " sec? (x)da
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(c) El 4rea de la regién delimitada por la grafica de y = 222 — 3z 42, el eje z y las rectas verticales z = 0
ya=2.

Solucion:

(a)

O

(c) Dado que y > 0, podemos interpretar a la integral de Riemann como el drea bajo la curva. Asi,

p 2 2 2
Area = / (222 — 3z + 2)dx = i—?’i—FZx
0 3 2

Problema 6. Calcule los siguientes limites:

o () () s () o (252

Solucién: Existen varias maneras de realizar el limite anterior, pero dado que conocemos la integral
de Riemann, intentaremos utilizar dicha herramienta para realizar el calculo. La idea es formar una
suma de Riemann y, dado que existe un paso al limite, transformarla en una integral facil de calcular.

S(n) = sin (ij) £ g (fj) + sin (fj> I <2<n;1)w)

Notemos que:

n
0
L (27rkz>
= Zsm —
n
k=1
Con ello,
., w - 21k
tim 7o = Jim TS (7F)
3 2k
= th%nolonZSln< >
1 2
= 2/0 sin (z)dx
= 0 Ol
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n n

Tara T

, n
lim 5 5
n—oco N4 + 1 n“+n

(b)
Solucién: Similar al ejercicio anterior.

 n241

n

Sie) n2+4

n

n2 + n?

n
M

k=1

Pero, si dividimos, tanto numerador como denominador, por n? tendremos:

n

D

k=1

n

->

_n
n? + k2

Ahora, lo anterior es muy parecido a una suma de Riemann, haciendo b —a =1y ¢ =

1

n

k=1 1+ %)2

1

n

ambos resultados sean consistentes, a =0y b= 1. Asi,

n

D

k=

1

11+ (%)2

k

- Para que

1 1
lim S(n) = lim fz 5
n—00 n—)oonkzll_’_(fi)
|
1
1
[l
0 1+$
= arctan (1) — arctan (0) = —
O
(c) I 1-|- ! + ! + + !
¢) lim — R
nsoon  n+1 n+2 n+(n—1)
Solucién: Sea
1 1 1 1 | 1
S(n) = = - _
(n) n n—|—1+n—i—2+ +n+(n—1) ;n—i—k n+n
Notemos que:
~ 1 11
= -
k:1n+k k:11+ﬁn
Igual que en el caso anterior, sib—a =1y ¢ = k/n entonces a =0y b= 1. Asi,
n
, , 1 1 1
Jim S(n) = lim Y o oo
k=1 n
n
1 1 1
= lim Y ——=— lim —
n—00 1+£n n—oo 2n
k=1 n
1
1
:/ dx
0o 1+=x
= In(1+1)—In(1+0)=1In(2) 0
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Problema 7. Demuestre que si la funcién h es continua y f, g son derivables y si

9(z)

Flz) = /f RO

entonces se tiene que F'(x) = h(g(x))-¢'(x) — h(f(z))- f'(x). Utilice este hecho para resolver los siguientes
problemas:

(a) Halle la derivada de

2

F(x) :/ (1 —t)sin (t?)dt

T dt Loat
Flo)= | — — | =
(z) /1 1+ /1 142

es constante y determine su valor.

(b) Para x > 0, pruebe que

(c) Dada la funcién

f(x):3+/’31+sin(t)dt

0 2+t
Determine un polinomio p(z) = az? + bx + ¢ tal que p(0) = f(0), p'(0) = £(0), p"(0) = £"(0)

(d) Si f es una funcién continua de periodo T' , demuestre que para todo nimero real a se tiene

/0 ' F(t)dt = / o F(t)dt

Agradecimientos a Sebastidn Urrutia por el buen problema, muy ilustrativo

Solucion:

Dado que la funcién h es continua entonces, por el Teorema Fundamental del Cdlculo, existe una funcién
H derivable tal que H' = h. Con ello,

Derivando la expresion anterior con respecto a x, dado que F' es diferenciable -porque h es continua-
al igual que H, tenemos:

F'(z) = H'(9(2)) - g'(z) — H'(f(2)) - f'(x)

Pero H'(u) = h(u), entonces:

F'(z) = h(g(2)) - ¢'(z) — h(f(@)) - f'(2) -
(a) Tenemos que:
= - — t)sin (t?)dt = - sin (%) dt — - sin (¢2
F(z) = /\/E (1 —t)sin (t°)dt /ﬁ (t%)dt /\/E tsin (t°)dt
Fi2) Fa(a)
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Ahora,
1 Vi
/ _ Ao I WO PR S vz
Fi(z) = <s1n (%)2x — sin (z) 2\/5> 2x* sin (z%) — sin (x) 5
1 .
Fy(x) = z%sin(zh)2z — /2 sin (m)ﬁ =223 sin (z%) — s1n2(a;)
Ast: .
F'(z) = 222 sin (z*) — sin (a:)@ + 223 sin (z*) — sin (¢)
2 2 O
(b) Notemos que:
d /x dt B 1
dlL‘ 1 1 + t2 o 1 + J’Q
d /1 dt B 1 -1 1
de \ Jr 1+¢2) 1+(l)2x2_1+x2
Por tanto, F'(z) = 0. Ahora, F(1) = 0 y con ello la constante es igual a 0. 0
(c) Calculando:
B 1+sin(t)
flx) = 3+/0 Yy dt
1 + sin (z)
/ —
Flz) = 2 cos (z) + cos () 22 — 22 — 2 sin ()
(2+ 2)?
p(z) = ar’+bzr+c
p(z) = 2az+0b
p'(z) = 2a
Ast:
f(0) =3 =c=p(0) fl0)=3=b=p/(0) f"(0) = 5 = 2a =" (0)
c=3 . b= % a= i
Asi:
(x) = fxz—i-}w—i-?)
PRT=4" 73 O

z+T
(d) Sea g(z) = / f(t)dt. Entonces:

g(x)=fz+T) - f(z)

Pero f es periddica, por tanto Vo € R se cumple que f(x + T') = f(x). Por tanto, ¢'(z) = 0.

Asi, g es una funcién constante y finalmente, evaluando en + =0y =z = a:

/0 "yt = / T e .
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Problema 8. Calcule:

01 — e2?/2

1 3,
Iim —— / xel dt
0
Solucién: Note que el limite es de la forma 0/0. Luego notamos que el numerador esta dado por:

3z .
T / et dt
0

son dos funciones de z, usando la Regla de L.’Hopital tenemos:

3z
/ e’ dt + x (6(3‘70)2 : 3)
lim 2

x—0 —xe$2/2

El limite nuevamente es de la forma 0/0, usando L’Hopital:

B3+ 369" 1 3 (6e62)" - (92))
— lim

= —6
z—0 6432/2 -+ x26x2/2

Problema propuesto 1. Usando integrales de Riemann de funciones apropiadas encuentre los siguientes

limites:
I L R L
(a) lm < ] , k=0,

(b) Tim =/ + D +2) - (ntn)

n—o0 N

(C) i ol/n N 22/n N N on/n
oo \ 1+ 1 n+1/2 n+1/n

(d) lim Y f(1/n)f(2/n)--- f(n/n), donde f es positiva y continua en [0, 1].

Problema propuesto 2. Muestre que si la derivada de f es continua en [0, 1], entonces

s (153 [ o) 22520,

Usando este resultado calcule

k> 0.

Iim n
n—oo

Fpohpgpnh
nkJrl k+1 )

Indicacién: Use TVM apropiadamente en los intervalos dados por la particién ([z;—1,x;]), luego use el
hecho de que f’ alcanza su mdximo y su minimo en cada uno de estos intervalos para acotar la suma
correspondiente. Finalmente use el hecho de que f’ es continua, por lo tanto integrable y reconozca la
suma de Riemann.




