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Ayudantia 5

Derivadas

Problema 1. Sea f : (a,b) — R, funcién derivable en todo (a,b). Sea xg en (a,b) fijo, se define:

flzo+h) — flzo —h)

g(h) = 5T

Pruebe que lim g(h) = f/(x0)
h—0

Solucién: Notemos que:

f(zo+ h) — f(xo — h)

lim g(h) = lim

h—0 h—0 2h

_ 1 fl@oth) — flao) 4 L im f(@o) — f(=o — h)
2 h—0 h 2 h—0 h

1, L. f(xo) — f(wo + u)

_2f($0)+2}t1—% —u

1, 1 f(zo +u) — f(xo)
5f (@o) + 5 lim u
1 1

= §f/($0) i (o)

= f'(z0)

Donde en el limite se uso el cambio de variable v = —h.

Problema 2. Sean f,g: R — R derivables tales que f(0) =0, g(0) =1 y ademas:
flx)=g(x) ; d(x)=f(2)

Demuestre que h(x) = f?(x) — g?(x) es constante y encuentre su valor.

Solucién: Derivando: h'(z) = 2f(z)f'(z) — 29(x)d (x) = 2f(z)g(x) — 2g(z)f(x) = 0, luego h es
constante. Para calcular su valor solo basta evaluar en algin punto, en particular en 0.

h(z) = h(0) =02 -12= -1

Problema 3. Derive tristemente usando la definicion:
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Solucion:

(a)

1'4—0,4

f'(a) = lim

r—a T —a
— lim (2 + a®)(z + a)(z — a)
T—a T —a

= lim (z* 4+ a®)(z + a)
r—a

= (2a%)(2a) = 4a®

Por lo tanto:

/ :4 3
/(@) = 42 .
(b)
, , V1I—22—/1—-a2 V1-—22++/1—a?
f'(a) = lim .
lm T —a Vi—Z4+VI-a&
1— 2 1— 2
= lim z—(-d)
z=a (x —a)(vV1— 22 + V1 — a?)
(222
= lim (2" — o)
v=a (g — a)(v1 — 22 + V1 — a?)
— lim —(z+a)
2=a /1 — 12+ /1 — a2
=20 -—a
2vV1—a?2 V1-a2
Por lo tanto: -
/
r) = ———
(c)
) 2
+ h) —sin®z
) = L S (z
fiz) = lim Y
i (cosx sinh + cos hsinx)? — sin? z
= lim
h—0 h
i cos? zsin? h + 2 cos h cos x sin hsin z + cos? hsin 22 — sin? z
= lim
h—0 h
) . 2
h h 1-— h
= lim cosQacSln +2 S coshcosxsinx—sinzx&
h—0 h ~~—~ h
~~—~— S~ =1 ~—
—0 —1 —0
— 94i
Sin x cos x —

Problema 4. Sea f : R — R derivable con f(k) = k+ 1y f'(k) = 2k para todo k € N. Calcular ¢'(1)
donde g = fo fofof.
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Solucién: Por la regla de la cadena:

Pero f/(1) =2y f(1) =1+ 1 = 2. Luego:
g =f @) f(f2)-f(2)-2

Pero: f/(2) =4y f(2) =2+ 1= 3. Luego:

Y como f/'(4) = 8:
J(1)=8-6-4-2 =384

O
Problema 5. Derive alegremente:
(a) fz)=a"
(b) f(x) = Vsinzvtanx + In(1/x)
(c) f(x) = VaP +mav
sin? x
(d) flz) = B 1o
(e) f(z) = log (1 +e(6Z2)>
Solucién:
(a)
f'(x) = (M%) = ®™%(zInz) = 2%(Inz + 1) 0
(b)
f'(z) = (Vsinzvtanz) + (In(1/z))
B cos x - sec? x 2
= tanm2m+VS1n$2m+m (—x™%)
1 1 1
= §\/cosx + oo o 2 -
(c)
7(z) = (@8 +ma)/e)’
—lxﬁ T 2L, 2P 4 eyt
= 1P 4 ma)E (B ) .
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(d)
(2sinz cos x) (23 + 27) — (322 + 2)(sin® 7)

f’(l'): (1'3—1—2.%')2 O

Problema 6. Analice la existencia de las siguientes derivadas:

(a) f(x)=l]z?—9|

dr—1, =<2

CRCE B

Solucion:

(a) Claramente la funcién es continua, por lo que analizamos en los puntos criticos, lo primero es

reescribir la funcién:
) — z2-9, >3V z<-3;
“ | 9—22, otherwise.

La funcién tendra derivadas faciles de calcular, 2z si x > 3V < —3 y —2z en el otro caso.
El punto en cuestion donde cuestionamos la existencia de derivabilidad es el 3 y el —3, donde
deberd usarse la definicién de derivada y calcular limites laterales.

_ .2
i @SB 92
T3~ T —3 z—3— T — 3
Mientras que por el otro lado:
_ 2 _
fim L@ =SG) T 29
r—3t r—3 z—3+t x — 3

Por lo tanto f’(3) no existe. Si hacemos un anélisis similar obtendremos que f’(—3) tampoco
existe. -

(b) Analizando la derivabilidad notamos que f'(z) =4sixz <2y f'(z) =2z siz > 2 Parael 2 en
particular tenemos:

f@-f@ _ | de-1-7

lim
r—2~ x—2 T2~ r— 2
Para el otro lado:
— f(2 YL — 59
lim M = lim L = lim 3: = no existe
z—21 xr— 2 r—2+ x— 2 z—2+ T — 2

La funcién no es diferenciable, de hecho no es ni continua.

Problema 7. Considere la funciéon f definida como:

Fz) = { g’(x) sin(1/x), i 7:8,
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con g(0) = ¢’(0) = 0. Determine si existe f/(0) y calcilela.

Solucién: Notemos que:

1oy — 1o 4 () = F(O) . g(h)sin(1/h)
fO)=fim ==k h
Por otro lado h (0) h
0 = 1im 9 —900) _ g9(h) _
9(0) = lim == h

Por lo tanto: (h) sin(1/h)

10) = 1 I S0 _

£10) B0 h 0
Pues sin(1/x) esta acotada y el teorema del sandwich concluye. -
Problema 8. Determine todas las rectas tangentes a la curva y = —22 + 1 que pasan por el punto (1,1).

Las rectas tangentes a esa curva en el punto (7o, yo) = (w0, —2Z + 1) estdn dadas por:

d
y—y0=£ (x —x0) — y—(—x%+1):—2m0(x—a:0)
zo

Como queremos que pase por el punto (1,1) buscamos entonces los puntos (zg, yp) que cumplan con
que (z,y) = (1,1), ast:

1—1—33(2)—1 = —2x9(1 —zy) — $3 :2333—2300 — 0 =zo(xg — 2)
De donde tenemos los puntos (0,1) y (2, —3) entonces las rectas que cumplen lo pedido son

y—1=0 , y+3=—-4(zx-2)




