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Ecuaciones diferenciales de primer orden

1.1. Métodos de Solucion

Problema 1.1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) (2 — ot + 2> +t2* =0

(b) 2 =1 — 2?

ody 2+ 1
() 222 —
dr  3y?2+1
Solucion:

(a) Arreglando la ecuacién llegamos:

dx 22 14t
1l—2)r +2*°(1+t)=0 — — =
(I1—z)r' +2°(1+t)=0 o1

que es de variables separables:

—1 . 144 —1 141
$2dx=+dt—>/$ dx=/+dt
x 7 a7 i

Asi podemos dejar x(t) expresada de forma implicita :

1 1
njz|+=-=—-—=+h|f|+C
a t

Comentario: Es necesario notar que luego de normalizar la ecuacién diferencial, la funciéon
2 . o . .z
f(z,t) = ﬁ% no es continua para x por lo que no podemos asegurar existencia de solucién

segun el valor inicial. Esto se vera mas adelante en el curso. 0

(b) Evidentemente es de variables separables:

11
/ do :/dt—>/—+ de=t+C — In|z|—In|l—2|=t+C
r — x2 z 1—=z



Aqui inmediatamente descartamos las soluciones z(t) =0 y x(t) = 1. Asi:

1 t+C — 2 A et — x(t) iy

n == = € €T =

1—=z 1—=z \fg 1+ Aet
+e

Aqui si ponemos A = 0 recuperamos la solucién z(t) = 0. Asi la solucién para este problema

es: .
Ae

) = T3 aet

Por otro lado si dividimos arriba y abajo por Ae! y llamamos A~! = B tenemos:

z(t) =1

1

"0 = Bt

De esta forma con B = 0 recuperamos la solucién z(t) = 1 por lo que la solucién en este

caso es:
1

a{0) = Bet 41’
Comentario: Cuando analicemos el campo de direcciones entenderemos que estas soluciones
particulares estan fuertemente relacionadas con la familia de soluciones que obtuvimos (es
en general a como tiende el campo de direcciones para parametros que tienden a inﬁnito)D

z(t) =0

(c) Separando variables:

241 1
/3y2+1dy:/x—; dr — y¥P+y=z—--+C
x x

Problema 1.2. Encuentre las funciones y(z) que satisfacen la ecuacién:
1
| vtsards =29(2)
0

Solucion: Haciendo un cambio de variable u = sz se obtiene:

1

/ y(u)du =2y — / y(u)du = 2yx
T Jo 0

derivando respecto a x:
/ y _ dy
ylz) =2y + 2z — —==2—">
x dx

Asi separando variables e integrando:

8

d d 1
_/a:: . —~Injz|+C=Inly| — ¢*=
2z Y 2

Problema 1.3. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales y encuentre el intervalo de solucién
(si es posible):



(a) 3 — 3y =€” con y(0) = yo

(b)

2
i———x=(t+1)% con 2(0) =0

t+1

(c) y+2zy =y

Solucién: Recordemos que toda ecuacién lineal de la forma: y' + P(z)y = Q(x) se resuelve
multiplicando por el factor integrante: u(z) = el P(@)dz con esto obtenemos:

el P@de | p(p)e] P@dey — (p)el P@d <y : efp(x)dx> = Q(z)p(x)

Asi podemos integrar:

/Q z)dr+C — y(z) = C-e_fp(x)dx+e_fp(x)dx/Q(x)u(:c)dx

(a) En este caso P(x) = =3y Q(x) = €%, por lo que el factor integrante esta dado por: p(z) =

el —3dr — o3z Agf

1
y-u:/ex-e_?’xdw:/e_zzdx: —56_25‘:—1—0

Por lo que:
y(e) = 0 — 2o
M~— 2
Yn ~—~
Yp

Asi yp, corresponde a la solucién homogénea (Q(z) = 0) y y, corresponde a una solucién
particular del problema. Ahora usando el dato inicial: y(0) = yo tenemos:

1 1
yo—C—§—>C—?/0+§

1 1
y(x) = (3/0 + 2) e’ — §€x

Es claro que el intervalo de solucién es todo R

Asi la respuesta es:

O
En este caso P(t) = t+1 y Q(t) = (t+1)2. Luego u(t) = ell AGE — o A = (t+1)72
Asi:
:c-,u:/(H—1)_2(t+1)2dt:/dt:t+0 — ()2
Usando la condicion inicial: 0 = C' Asi:
x(t) = t(t + 1)2
Evidentemente el intervalo de solucién es (—1,00). 0



d
(c) Recordemos que 3y = o

1

— . Asf reemplazando por esto:
x

1
= — =
dx ﬁ

1 2
y~|—2x?=y
/

1
o
. x
Multiplicando por — nos queda:

r+-z=y
Yy
una ecuacion lineal Multipli — oJ2/ydy _ 2Inly| _ 2 e
para x. Multiplicamos por u = e =e = y*, asi

2 y2
x‘uz/y-y dy — a(y) =

=4

C
4 "2

Y

Problema 1.4. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:
(a) &+ tx = t323

(b) § (&) + 6y(z) = 30y°(x)

Solucién: Recordemos que una ecuacién de Bernoulli de la forma y' + P(z)y
haciendo el cambio u = y* .

Q(x)y” se resuelve
(a) Es una ecuacién de Bernoulli con v = 3, luego el cambio es:

u=z3=2"2 5 4=-223% - = —%x% = —%u_?’ﬂu
Reemplazando en la ecuacion tenemos:
_§u73/2u oty /2 = $34,78/2
Multiplicando por —2u?/2 tenemos:
i — 2tu = —2t3
Esta ecuacién se resuelve multiplicando por el factor integrante: p(t) = el —2tdt — e*t2, asi:
u-p= /—2t3€_t2dt
Asi: L
u(t) = Ce!” — 2¢" /t3e_t2dt — x(t) = (C’et2 — 2¢” /t3e_t2dt>
Resolviendo la integral (hacer z = t? y luego integrar por partes):
) = [CJ 9t (—;e_tQ (& + 1))] L [ce? + @+ 1)]71/ ’ §

10



(b) En este caso v = 2/3 entonces el cambio:

1
2 = y1—2/3 _ y1/3 = 7y—2/3y/ N 3y2/3zl _ 3222/ _ y/

3
reemplazando en la ecuacién tenemos:
3222 +62° = 302°

si multiplicamos por %z_z tenemos
2 +22=10
Multiplicando por el factor integrante: p = ef 242 = ¢22,
— 2z _ 2z
z-,u-/lOe dr = C + 5e

Asi:
2(z)=Ce ™ +5 — y(z)= (Ce™® + 5)3

Problema 1.5. Resuelva las siguientes ecuaciones, empleando el cambio de variables apropiado.

20 —x
I
(a) y =%y

,  2y—x+9

b A
(b) y Sy ——

(c) y = (-bz+y)?—4

Solucion:

2y —x
2 =
2yfx—1 2v-—1
,: 1 e =

y = vw, y por tanto 3y’ = v’z + v. Asi,

cumple con f(az,ay) = f(z,y), la ecuacién es homogénea. Entonces,

(a) Como f(z,y) =

. Haciendo el cambio de variables v = y/z tenemos que

v'w—i—v—%_l
2—w
de donde
,  2v-—1 1— 02

v

2—w v v—2

Separando variables,

Por fracciones parciales,

11



Integrando, obtenemos que:

v — 1]1/2 B
La solucién implicita es entonces:

ly/o — 12 _
y/z+ 12~ °

Debemos agregar las soluciones particulares que se podrian haber perdido en el proceso de
resolucién, que en este caso corresponden a:

= v =1, o bien y = .
= v=—1, 0 bien y = —x.
(b) Sean z = X —a,y =Y — b. Ahora, la ecuacién queda como sigue:

Y —-X+a+5—2b
S 2X-Y+b—4—2a

YI
Buscamos a, b tales que transformen la ecuacién anterior en homogénea; i.e.
a+5—-—2b=b—-4—-2a=0—a=-1,b=2

Asi, la ecuaciéon queda como
2Y - X
2X -Y

cuya solucién fue calculada en el apartado anterior:

(v +2)/(z =1) =12 _
(y+2)/(x—1)+1)3/2 Co(z — 1)

Y =

Y/X — 1]/
[Y/X +1]3/2
» Y =X, y por tanto y =z — 3.

= CypX, y con ello

= Y =—-X, ypor tantoy = —z — 1.

(¢) Resolvamos algo mds general: y' = f(az+by+c),b # 0. Notemos que, haciendo u = ax+by+c
u —a
tenemos que v’ = a+ by — 1y = — Asi,
u —a du du

:f(u)<—>%:bf(u)+a<—>mzdm

que es una ecuacion de variables separables. Aplicando este método, resolvemos la ecuacién

pedida (queda propuesto al lector).
]

Problema 1.6. Resuelva explicitamente los problemas de Cauchy planteados y determine en cada
caso el intervalo méaximo de definicién de la solucién:

12



(a) yy' = -z, y4)=3

(b) ¥ + (tanx)y = cos? x, y(0) = —1

(c) 2%y =4da? + Toy +2y%, (1) y(1) = -2 A (i) y(1) =4

Solucion:

(a)

La ecuacion es de variables separadas:
v =—x — ydy=—zdz — y?=—-2°4+C — y==+VC — 22

Ahora,
y4)=3=vC—-16 — C =25
La solucién del PVI es entonces y = /25 — 22 con intervalo de solucién I = (—5,5).

La ecuacion es lineal de primer orden. El intervalo mas grande que contiene a x = 0, donde
tan (z), cos (z) son continuas es I = (—m/2,7/2). Un factor integrante es:

ﬂ(x) _ 6ftan(x) dz _ ,—In|cos(z)| _ 1 rel

cos (z)’

Multiplicando la ecuacién por u se obtiene

y o\ .
<cosa:) =cosx — y =sin(z)cos(z)+ Ccos(x)

y(0)=-1=C — C=-1

. y(z) = sin (z) cos (z) — cos (z)

La ecuacién es homogénea. Con la sustitucién v = y/x se obtiene

ot — At To4N? — dv dz . dv dv dz
v+ v = v+ 2v —_—— = — — = —
446v+202 2w+1) 2w+2) =
Asi,
1. |v+1 2Cz? — 1 2
=1 = C, — v=——F7—5——, (C==£e™
2nv+2‘ nfel + G YT T2 ¢
A lo anterior hay que agregar las soluciones especiales v = —1,v = —2. Como v = y/x
obtenemos que las soluciones de la ecuacién son:
5 2Cz% —x
= =470 = =70 = -
y .y .Y o2 1
Para la condicién inicial en (i) se obtiene la solucién y = —2x con intervalo de solucién
5z — 3
R. Para la condicién inicial en (i7) se obtiene la solucién y = —QH con intervalo de
w [R—

solucién I = (—+/6/5,/6/5).

O]

13



Problema 1.7. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

2 2
(a) y’=$;yy, r>1, y(1)=1

(b) zy’ +y =y’

Solucion:

(a) La ecuacién se puede escribir como:
r_ 1+ y2/ ?
y/x
luego claramente la ecuacién es de tipo homogénea por lo que hacemos el cambio z = y/z —

y = zx <>y = z + x2’. Reemplazando y despejando la ecuacién queda:

p 322 +1
Zx =

z
que es de separable, luego si separamos variables:

zdz dr 1 9

Ordenando nos queda:
322 4+1=Ax% » 2 = +/Ax6 —1/3 = y = +2/A25 — 1/3

(b) Reescribimos la ecuacién como:

o + Yy _ 2393
x
que es una ecuacion de Bernoulli con v = 3 por lo que hacemos el cambio
u=yl 3=y 2 5 y= w12 s o = iu*3/2ul -
Reemplazando nos queda:
=1 u~1/?
s TR N — 234,73/2
2 7
y multiplicando por —2u3/2 la ecuacién queda:
2u
w — — = —2¢3
x

ecuacion lineal que se resuelve utilizando factor integrante:
o= of P@)dz _ [ —2dz/c _ ,—2

luego la ecuacion queda:

,u-u:—2/uaz3dx:—2/xd:c:—x2+0
Por lo tanto despejando:
u = —z* + Cz?
y devolviendo el cambio:
el

=2+ Cx? m

y2=—2t4+Cs® — ylx)=

14



Problema 1.8. Considere las siguientes interrogantes.

(a) Demuestre que la ecuacién diferencial:

2y —x

1
Ty + do + _

Y )

dy

es exacta y resuélvala.

(b) Demuestre que la siguiente ecuacién diferencial no es exacta:

(em —sin (y)) dx + cos (y)dy =0

Y luego resuélvala, sabiendo que tiene un factor integrante que es solo funcién de .

Solucion:

(a) Sea M = %ﬂ y N = 23;—5“; Notemos que:

oM 1 0N

oy 2 O

y con ello la ecuacién inicial es exacta y existe F'(z,y) tal que F, = M, F, = N.

Asi, utilizando la primera derivada parcial, obtenemos que:

2 =z oF T
F(x,y):?—i-g—i—h(y) — = +h(y)

Pero, por la segunda derivada parcial, debe satisfacerse que:

L) = 2 ) =2 — a2

De modo tal que

1'2 T

F =—+-—+421
(z,y) =5 + y 2o ()
y la solucién general a la ecuacién es:

2

x
T 42 oy =
2+y+ n(y)=C

(b) Definimos M = e* —sin (y), N = cos (y). Claramente, notamos que:

My = —cos(y) # N, =0

Supongamos que existe una funcién p(x) tal que, al multiplicarla por la ecuacién anterior,
satisface la condicién para ser exacta. Esto es:

15



N + ¢/ (z)N
—m(@)cos (y) = w(z)cos(y)
—u@) = p(z)
plr) = e

Ahora, la ecuacién inicial es exacta y procedemos a resolverla. Para ello, buscamos F(z,y)
tal que F,, = Mp(z), Fy = Np(z). Utilizando la derivada parcial con respecto a y obtenemos:

F(z,y) =sin(y)e * +h(x) — F,=—sin(y)e *+h'(z)

y por tanto h'(x) =1 — h(x) = x. De este modo, la ecuacién diferencial queda como sigue:

sin(y)e " +x=C
O

Problema 1.9. Determine la forma general de la solucion de:
Y +y = 3cos(z)

Después verifique que, independiente de la condicién inicial, la solucién y(x) tiende a una funcién
periodica cuando x — oc.

Solucion:

Una forma de obtener la solucion general de la ecuacién es observar que es una ecuacién lineal del
tipo:

Y + Plr)y = Qx)

Con P(x) =1y Q(x) = 3cos(z). Entonces el factor integrante es:

plx)=el 4 =¢
Entonces, por el método del factor integrante se tiene que:

d

%(exy) = 3e” cos(x)

3/ e cos(t)dt + C
0

ey = )
s y(x) = 36_””/ e’ cos(t)dt + Ce™™

[en]
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1.2. Resolucion de Modelos
Problema 1.10. La difusiéon de una epidemia es modelada por la ecuacién logistica:

dz
i kx(m — x)

donde k > 0, la poblacién total del pueblo es m y x(t) representa la cantidad de infectados pasados t

dias. Para t = 0 un décimo de la poblacion esta infectada. Después de 5 dias, un quinto de la poblacién
esta infectada.

(a) ;/Qué proporcién de la poblacién esta infectada luego de 10 dias?
(b) ¢{Para que valor de ¢ la mitad de la poblacién esta infectada?

(¢) Encuentre el valor asintético x+, que ocurre para tiempo infinito, es decir: xo, = th’m x(t)
— 00

(d) ;Qué desventajas tiene el modelo?

Solucién: Resolvamos la ecuacion diferencial. Claramente es separable:

d 1 1 1
—x:kdt—>—/<—+ >d:c:/kdt—>ln:c—ln(m—a:):kmt+0
m x

x(m —x) m—x

Despejando tenemos:

ln( < )zkmt+C’—> = Aefm
m—x m—x
Luego:
AmeFmt Am
z(t) =
1+ Aekmt A4 e—hmt
De los datos iniciales tenemos:
Am m
0)= — = — A=—
O =7377"10 9
Adem3ds tenemos:
Am m 5 kb 1 9
) =grems =35 T gTgte kg, n(4)
(a) Asi la poblacién infectada en 10 dias:
2(10) = m/9 _ m/9 _ m/9
©1/9+ e Fmi0 /9 4 e—2In(9/4) "~ 1/9 + (4/9)2
Luego:
Im
10) = —
z(10) = o o

18



(b) Debemos resolver:

1 —kmt
$(t)_5:1/9+e*kmt — g=¢ — In9=kmt
Ast: | ST
t= 0= 1Y 13,548
m n(4/9) O
()
_ i Y Am  Am
teo = MLt = M e =T =

Es decir se enferma toda la poblacién. =

(d) Una debilidad que tiene el modelo es que toma tiempo infinito para que se enferme la tltima
persona. Esto se debe a que se esta modelando una situacion discreta por medio de un modelo
continuo. B

Problema 1.11. El movimiento unidimensional z(¢) de un cuerpo sujeto a una fuerza de roce pro-
porcional a su velocidad y a una fuerza constante F, satisface la ecuacién diferencial:

d2z dx
— =—-k—+F,
g at

Mediante un cambio de variables apropiado, transforme esta ecuacién en una de variables separables.

Luego, determine la velocidad limite del cuerpo y obtenga la solucién para z(t) dado que parte desde
el origen con una velocidad inicial vg.

Solucién: Sea v = %. Asi, reducimos la ecuacion original a una de primer orden:

m@—fk vfE
dt k
F. du

. . . . . _ _ dv , .
Se propone el siguiente cambio de variable: u = v — 3¢, ¢ = %2 As{, reemplazamos y resolvemos:

du

>k
d k
e
u m
k
Injul = ——t+C
m
— ieCe—kt/m
_ Ae—kt/m

19



Donde A = 4%, es una constante que depende de las condiciones iniciales. Reemplazando el valor
de u,

F
v(t) = Ae Ft/Im 4 =<
k

De lo anterior se resuelve inmediatamente que la velocidad limite del cuerpo es:
) F,

Vi = Mm v(t) = ==

k

Utilizando la velocidad inicial vg es posible determinar el valor de la constante A:

F, Fe
U(O):U():A—i—? — A:vo—?

La expresion para la velocidad queda como:

F, F,
v(t) = <v0 — l;) ekt/m 4 f

Integrando este resultado se obtiene la posicion del cuerpo en funcién del tiempo:

Fe _ Fe
z(t) = o <k—vo>e ’“/m+?t+B

El valor de la constante B la determinamos reemplazando la segunda condicién inicial:

m [ F; m [ F,

Finalmente,

. m FC_ —kt/m E
az(t)—? <k v0> (e 1)+ k‘t .

Problema 1.12. Suponga que un lago de volumen V = 10 km? tiene contaminantes A y B disueltos
uniformemente en cantidades iniciales de 1 y 7 toneladas respectivamente. Agua contaminada con
una concentracién de 1 ton/km? de A ingresa a una tasa constante de 6 km3/afio. Adem4s, ingresan
directamente 1 ton/ano del contaminante A y 2 ton/ano del contaminante B. Suponga que agua
perfectamente mezclada sale del lago a una tasa de 6 km?/afio. Determine y grafique las cantidades
de A y B con respecto al tiempo, indicando sus valores asintéticos. jEn qué instante son iguales?

Solucion: Sean

A(t) : cantidad del contaminante A en el instante ¢, en toneladas.
B(t) : cantidad del contaminante B en el instante ¢, en toneladas.

Para una cantidad Az de producto (ya sea A, B), se cumple que:

Az = {toneladas que entran} — {toneladas que salen} = r;,cin At — royiCout At

20



con r,c las tasas de entrada o salida y concentraciones de entrada o salida respectivamente. Asi,
las ecuaciones diferenciales de los contaminates son:

At) =1 [t‘m] -6 [km3] +1 [t‘m} S 4wy, A@©) =1ton

km3 ano ano 10
ton 6
B'(t)y=2 |—| — —=B(t B(0)="T7t
(0)=2 || - 5@, BO)=Ton
Resolviendo, tenemos que:
35 32 10 11
Aty == —Ze35 A B(t) = — + —e 3t/5

3 3

Los valores asintéticos se calculan cuando ¢t — oo:
35 1
Alim = 3 ton A B, = 3 ton

Ambas cantidades son iguales cuando:

Problema 1.13. En un estanque de 144 litros ingresan 6 litros/seg de salmuera con una concentracién
de sal de 3 grs/litro. Desde el estanque salen 2 litros/seg de solucién homogénea.

(a) Si inicialmente en el estanque hay 100 litros de agua pura, determine la cantidad de sal en el
estanque en el instante en que éste se llena.

(b) Suponiendo que a partir del momento en que el estanque se llena, el exceso de solucién (ho-
mogénea) se rebalsa, determine el valor limite de la concentracién de sal en el estanque cuando
t tiende a infinito.

Solucion:
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(a) Sea y(t) la cantidad de sal en el estanque, entonces su ecuacién diferencial esta dada:
La variacion de sal = Lo que entra — Lo que sale

es decir:

dizi = Flujo,(t) - Concentraciéne(t) — Flujo,(t) - Concentraciong(t)

[t]

[min]

] asi para este caso:

y las unidades de concentracion %,

que si nos fijamos tenemos las unidades de flujo

con lo que su multiplicacién deja [[g u

Y

—— =18
100 + 4¢

— 9y +2
Se resuelve usando factor integrante: p = el Toormdt — eln(t+25)1/2 =/t + 25 Luego:
yopu= /18\/15 +25dt = 12(t +25)%2 + C
Asi, despejando:
y(t) = C(t +25)"Y2 + 12(t + 25)
ahora utilizando y(0) = 0 tenemos:
0=C(25)""24+12-25 - C =—12-25-5 = —1500

Luego:
y(t) = 12t + 300 — 1500(t + 25) "1/

Notemos que el tanque se llena a los 11s. Asi:

125
— 432 — 22/36 = 182
y(11) = 3 -

(b) Una vez que termina empieza a rebalsarse y mantiene su volumen constante, es decir entran
6 litros y salen 6. Luego, la nueva ecuacion esta dada por:

6 1

Su solucién esta dada por:
y =432 + Ce t/?

Tenemos la condicién inicial y(0) = 182 pero da lo mismo, pues queremos:

fm Y v 432
t—oo Volumen  t—oo 144 144 ]

Problema 1.14. Un pote de agua a 50°C es sacado al exterior donde la temperatura es de 20°C'.
El agua se enfria de acuerdo a la ley de enfriamiento de Newton (esto es, la rapidez de cambio de su
temperatura es proporcional a la diferencia entre ésta y la temperatura ambiente) con constante de
proporcionalidad k£ = 1/10 cuando el tiempo es medido en horas. Si la temperatura exterior desciende
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a razén de 1,5°C por hora, jcudl es la temperatura del agua después de 5 horas?

Solucién: Sean z(t) e Y (t) las temperaturas del agua y del exterior (en °C), t horas después de
iniciado el experimento. Entonces, por hipétesis,

1
! — — —
2(t) = 5 (Y(®) ~ ()
Por otro lado, Y (t) satisface Y (0) = 20 e Y'(t) = —3/2. Luego,

Y (t) =20 — %t

y asi, sustituyendo, hallamos que la ecuacién diferencial para la temperatura z(t) del agua es

1 3¢
/ — -
SR TR ATy

que es lineal. Utilizando el factor integrante, resolvemos:

z(t) = e~/10 (/ <2 — 33) et/ 104t + C’>

t
z(t) = 35 — % + Ce~t/10

o bien

Sustituyendo la condicién inicial 2(0) = 50 concluimos que C' = 15 y, por tanto la temperatura
del agua después de t horas vienen dada por

3t
x(t) =35 - 5+ 15¢~4/10

Por tanto, después de 5 horas la temperatura es
55
z(5) = = + 15" 1/2 ~ 36,6°C
2 O

Problema 1.15. Un conejo parte del origen y corre por el eje y positivo con velocidad a. Al mismo
tiempo, un perro que corre con rapidez b sale del punto (¢, 0) y persigue al conejo. El propésito de este
problema es determinar la trayectoria y(x) que sigue el perro.

(a) Dado un instante ¢ cualquiera, el conejo se encontrara en la posicién C' = (0, at) del plano zy, y
llamamos P = (z,y) a las coordenadas de la posicién del perro. Observando que el trazo PC es
tangente a la trayectoria buscada, obtenga la ecuacién diferencial que satisface y(z).

(b) Derivando la expresién anterior con respecto a x pruebe que se tiene:

d%y dt

Y2 T Yda

(c) Para calcular dt/dz en la ecuacién anterior, comience por obtener el valor de la derivada ds/dz
de la longitud s del arco de curva descrito por y(z). Para esto recuerde que

ds? = dz? + dy?
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y que s crece si « decrece en nuestro caso.

(d) Continuando con el célculo de dz/dt, observe que ds/dt representa la velocidad del perro que es
constante (b) y conocida segun los datos del problema. Usando este hecho y el valor de ds/dzx,
calcule dt/dzx.

(e) Demuestre entonces que la ecuacién buscada de la curva es:

d? dy\ >
o Ay | + &
dz?2 b dx
(f) Mediante la sustitucién p = dy/dz, obtendra una ecuacién de primer orden en p. Resuelva dicha
ecuacion.

Solucion:

(a) La trayectoria del perro serd algo como se muestra en la siguiente figura:

h$9)

o) (€,0) 7%

En todo instante el perro se mueve en la direccién de la recta que une su posicién con la
posicion del conejo. Dado que la posicién de ambos varia de forma continua en el tiempo, la
trayectoria debe tener una forma similar a la siguiente:

CP TANGENTE
A U EN P

Poay)

Basta escribir la ecuacién de la tangente:

y—at dy

x  dx
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nos queda:
Arcsinh(p) = %ln(a:) +C

Si ponemos k = a/b y aplicamos sinh a ambos lados nos queda:
. L klnzstrG | —(klnziC) 1 (o x a*
p:smh(klnx+6')25<e —e >:§ e’ at— —

Es decir si ponemos e = C} nos queda:

_ Gy 1 g

P=5" 75"

Integrando llegamos a la posicién si k # 1:

Ci k1 1 1k
= — e C
UG T wi—k)" T
Usando las condiciones y(c) = 0 que es la posicién inicial y dZ—gf) = 0 pues su pendiente

apunta horizontalmente, podemos encontrar los valores de C; y Co. -

Problema 1.16. Determine la ecuacién diferencial para la familia de curvas y = Ce®*,C € R y
determine una familia de curvas que la corte en un dngulo de /4 radianes.

Solucién: La ecuacién diferencial viene dada por:

/
Yy Y Yy _ r_
e C e w0y

En un punto (z,y):

= La pendiente de la recta tangente a y = Ce* es m; =y =y = tan 3

» La pendiente de la recta tangente que la corta en 7/4 es mg = 3/ = tan«

Existen dos posibilidades, « — f =7/4 0 a — = —7/4.
Caso 1:

tan o« — tan F = 1+
1 =tan(7/4) = tan (o — ) = 1+tanatanﬁﬁ = Iy—l—yz/ y = : _Z
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1.3. Teorema de Picard-Lindel6f (o de existencia y unicidad)

Problema 1.17. Exhiba 2 soluciones distintas del PVI
o =tV z(0)=1

Explique porque ello no contradice el Teorema de Picard-Lindelof.

Solucién: Lo primero es notar que x(t) = 1 es solucién y cumple la condicién inicial. Para la otra
resolvemos la ecuacion usando variables separadas:

_dx [ 3. 1y2/3 _ 343
/(m—l)l/?’/t dt — S(e-1)* ="t 10

Usando la condicién inicial tenemos C' = 0 y ast:

t?

Esto no contradice el teorema de existencia y unicidad (TEU) pues a pesar de que f(x,t) =
t1/3(2 — 1)'/3 es continua, pero dado que la derivada

8f t1/3

0r  3(x—1)2/3

no es continua en = 1 no podemos asegurar la unicidad.

Problema 1.18. Determine los valores de (a, b) tal que el problema de valor inicial satisfaga lo pedido.

(a) ¥’ +2y =0, y(a)= > no tiene solucién.

(b) (x — 1)y = (y—1)(y — 2), wy(a) = b tiene solucién. Indique cuando la solucién no es tnica y
determine todas las soluciones en ese caso.

(¢) (zx—1)y' =@w—1)(y—2), wy(a)=>no tiene solucién.
Solucién:

(a) La ecuacién puede escribirse como y' = —%, x # 0. En este caso f(z,y) = —%y es continua
en D = {(z,y) € R? :  # 0}. Entonces, el PVI tiene solucién para a # 0 y los candidatos
(a,b) para la no existencia de soluciones son de la forma (0, b).

¢ 2 C
g = Inly|=—2ln|z|+C — y:—;
Y x at
Debemos considerar, ademas, la solucién especial y = 0.
Para (a,b) = (0,0) hay una solucién de la forma y = 0. Para (a,b) = (0,b) con b # 0, no hay
soluciones.
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(b) Primero que todo, resolvemos la ecuacién. Separando variables,

d d d d d -2
— y_ = _x — _y — _y = _x —>lny_ =In|z—-1]+Cy
y—-1Dy—-2 =x-1 y—2 y-1 =z-1 1
Asi,
y—2 Co —-24+Cz-C b
il 1 e A o QY ¢
’y—l‘ Ple—1l — Cz—C-1" ‘

Debemos considerar también las soluciones especiales y = 1,y = 2. Notemos que y = 2 se
obtiene tomando C' = 0. Por otra parte, y(1) = 2 para todas las soluciones, excepto para

y =1
—1)(y—2
La funcién f(z,y) = (y)(yl) es continua para x # 1. Por lo tanto para cada (a,b)
T —
2y —3
con a # 1 el PVI y(a) = b tiene al menos una solucién. En los puntos donde f, = b T e

continua la solucién es tnica.
Por lo tanto, y(a) = b con a # 1 tiene solucién y es tnica. El problema de valor inicial
—24+Czx—-C

Cr—C-1
soluciones del PVI. Por otro lado si a =1 y b = 1 se tiene la solucién tnicay =1,y sia =1

y b# 1 0 2 no tiene solucién.

y(1) = 2 no tiene solucién unica. Cada una de las funciones y = ey =2 son

Observacion: La continuidad de f, es condicién suficiente pero no necesaria para la
unicidad; los puntos donde f, no es continua solo son candidatos a no unicidad. Para
demostrar la no unicidad se deben mostrar dos o mas soluciones.

(c) Los valores de (a,b) para los cuales el PVI no tiene solucién son a = 1,b # 1,2. Esto se debe
a que todas las expresiones que definen las soluciones de la ecuacién diferencial cumplen
y(1) =2 o bien y(1) = 1.

Observacion: La continuidad de f es condicién suficiente pero no necesaria para la
existencia; los puntos donde f no es continua solo son candidatos a no existencia. Para
demostrar la no existencia se debe verificar que ninguna soluciéon cumple las condiciones
iniciales.

]

Problema 1.19. Considere el siguiente problema de valor inicial (PVI)
y =ty1-y, y(0)=1/2

(a) Utilizando el teorema de Picard-Lindel6f, demuestre que el PVI tiene tnica solucién definida en
algtin intervalo abierto que contiene el punto ¢ = 0.

(b) Resuelva explicitamente el PVI.
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(c) Encuentre el intervalo maximal para el PVI antes expuesto.

Solucion:

(a)

son continuas en la regién abierta D =

—t
Puesto que f(t,y) = tv/1—y, fy(t,y) = Wﬁ

{(t,y) € R? : y < 1}, y como (0,1/2) € D, por el teorema de Picard-Lindelf el PVI tiene
una Unica solucién en algin intervalo abierto que contiene a t = 0.

Resolvemos por separacién de variables:

2

d t
Y —tdt — —2 I-y=5+C

L—y
Como —2¢/1 —y < 0 para y < 1, tenemos que la solucién obtenida estd restringida a
2
£ + C < 0. Para la condicién inicial y(0) = 1/2 tenemos que C' = —24/1/2. La restriccién
en el dominio queda entonces como:

D={(t,y) eR?:y <1, —2%/4 <t <2%%}

Finalmente,
1 ¢t 2

R < 5 < TR
2 16 4 -

El gréfico de y(t) y del campo de direcciones de la EDO es:

-2

La funcién encontrada es solucién solamente en el intervalo [—23/ 4 93/ 4], pues fuera de él la
funcién no es tangente al campo de direcciones. Notemos que:

I t)=1 A I t)=1

o, Y10 0, v

Asi, la funcién
1 para t < —23/4
1t V2
2(t) = 4 Y2 —23/4<t<23/4
( ) 5 16 = 1 para <t<
L 1 para t > 23/4

es una extensién de y(t) que satisface la EDO inicial. Con ello, (—23/4,23/%) no es un intervalo
maximal de existencia; dada la existencia de z(t), el intervalo en cuestién es simplemente
I = (—00,00). 0
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Problema 1.20. Considere el siguiente problema de valores iniciales

V=Y @ =
1+a22
(a) Encuentre todos los valores a,b € R para los cuales el PVI no tiene solucién.

(b) Encuentre todos los valores a,b € R para los cuales el PVT tiene solucién tnica, determinela.

(c) Encuentre todos los valores a,b € R para los cuales el PVI tiene mas de una solucién, determi-

nelas.
Solucion:
V1
Sea f(z,y) = Y2

1+ a2
(a) Notamos que la EDO solo estd definida para y > 1, entonces no hay solucién del PVI si

b<—-1yacR -

(b) La funcién f(z,y) es continua en R = {(x,y) : ¢ € R,y > —1} y ademads

1
21+ 22)/1+y

aayf(w,y) =

es continua en R.

Entonces el teorema de Picard-Lindelof garantiza la existencia y unicidad de la solucion si
b>—-1yaclR.

Para resolver la EDO, notamos que esta es de variables separables, entonces:

1, 1
Sy’ 1+a2

Integrando:

2y/1+y = arctan(z) + C

ww=4+(wﬁﬁw+cf

Despejando y(z):

Y tomando la condicién inicial, se tiene que la tnica solucién del PVI para b < —1 y a € R

es:
2
t
y(r) = -1+ (arczn(x) +2vV1+b— arctan(a)>
O
(c) Ahora bien, si b = —1, el teorema de existencia y unicidad no aplica, entonces el PVI tiene

mas de una solucién, por ejemplo:

arctan(x)

2
> - arctan(a))

ylz)=-1 o ylx)=-1+ (
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Problema 1.21. Considere la ecuacién diferencial 4/ = f(y) donde f : J — R es clase €!. Sea yo € J.

(a) Verifique que la funcién constante y(z) = yo es solucién (sobre R) si y solo si f(yp) = 0.

(b) Suponga que f(yo) # 0. Sea y la solucién del problema de Cauchy (v = f(y),y(z0) = yo) e I el
intervalo maximal de solucién. Mostrar que Vz € I, f(y(z)) # 0. Deduzca que Vx € I se tiene

/y(:v) du
T —x0 = —.
R

Solucion:

(a) En efecto, la funcién y(x) = yo tiene derivada nula, de donde se sigue que es solucién de la
ecuacion diferencial si y sélo si f(yp) = 0. —

(b) Demostremos lo pedido por contradiccién. Supongamos que existe x1 € I tal que f(y(z1)) =
0. La funcién y es entonces solucién del problema de Cauchy en el punto (z1,y(x1)). Ademds
la funcién constante igual a y(x1) también es solucién de este problema. Pero f posee deriva-
das parciales continuas, por lo que la solucién al problema de Cauchy es unica y las funciones
deben coincidir sobre I. En particular, en zy se tiene

y(w0) = yo = y(z1),

de donde f(yo) = 0 lo cual es una contradiccién.

Uno puede entonces dividir por f(y(z)). Asi, Vx € I se tiene

Integrando esta relacién entre xp y x se obtiene

[T Y(=) .
V= e

y con el cambio de variable u = y(z) se obtiene lo pedido.

r—x
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1.4. Analisis Cualitativo

Problema 1.22. Encuentre los puntos de equilibrio y clasifiquelos para:
dy 2
— =5(3 — 6y +8
7 — 0B+ )y —6y+8)

Solucién: Recordemos que en una ecuacién auténoma y' = f(y) los puntos de equilibrio serdn
aquellos a donde f(a) =0y por ende y(x) = a serd una solucién.

Luego recordemos que a puede ser :

(a) Atractor: Para este se cumple en una vecindad pequena cerca del punto que para
y < a tenemos que y' = f(y) > 0
y si
y > a tenemos que y' = f(y) <0

es decir siempre nos acercamos al punto, pues bajo a la funcién y(x) es creciente y sobre a la
funcién y(z) es decreciente, asi tenemos el criterio que f/(a) < 0. En este caso se cumplird el
sistema tiende asintéticamente al punto si es perturbado levemente en su vecindad, por lo
que lim y(z) = a.
T—00
(b) Repulsor: Para este se cumple en una vecindad pequena cerca del punto que para
y < a tenemos que y' = f(y) <0
y si
y > a tenemos que y' = f(y) > 0

es decir siempre nos alejamos del punto, pues bajo a la funcién y(x) es decreciente y sobre a
la funcién y(x) es creciente, asi tenemos el criterio que f’(a) > 0. En este caso se cumplird el
sistema no tiende asintéticamente al punto si es perturbado levemente en su vecindad, por
lo que lim y(x) # a.

T—>00

(¢) Mixto o nodo: Pues es el caso en que no ocurre lo anterior y puede que por algin sector
se acerque y por el otro se aleje.

Los puntos de equilibrio se denominan estables si son atractores y en caso contrario (repulsores
o mixtos) son inestables.

Asi en este problema para obtener los puntos solo basta notar que
Yy =Ffy)=5B+y)(y-2)(y—4)
Por lo que y; = —3, y2 = 2 y y3 = 4. Luego para clasificarlos:

y<-3 — 3y <0
3<y<2 — Yy >0
2<y<4 — Yy <O
4<y — Yy >0

De aqui es facil notar que y; es repulsor, yo es atractor y ys es repulsor.
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Problema 1.23. Para la ecuacién diferencial 3 = (y — 1) sin (y?)

(a) Determine y clasifique sus puntos de equilibrio.

(b) Para y(t) solucién de la EDO, con y(0) = a, dependiendo del valor de a, con —2 < a < 2,
determine Ly = lim y(t), Le = lim y(t)
t—00 t——o0

Solucion:

(a) Recordar que en general cuando se tiene el problema

Y = f(y),

los puntos de equilibrio son aquellos y para los cuales f(y) = 0. En este caso debemos resolver
(y — 1)sin (y*) = 0.

Claramente un punto de equilibrio es § = 1. Los otros serdn solucién de la ecuacién sin(y?) =
0, asi que tenemos
v =kr (kezZtu{o}).

Por lo tanto los puntos de equilibrio son § = 1,99 = 0,y1F = £/, o™ = V27, ...,y =
+VEkm,...

Para clasificar estos puntos nos fijaremos en como cambia el signo de f(y), de acuerdo a la
siguiente tabla:

Signo de f(y)
Yo—e<yY<¥Y | Yo <y<y+e

Fuente — + —/

Sumidero 4 — %,

Nodo = — ¥ ¥,
Nodo + + ‘—/

» Cuando nos acercamos a yo = 0 por la izquierda (valores de y menores que yo) f(y) =
(y — 1) sin () tiene signo negativo al igual que cuando nos acercamos por la derecha
(por valores de y mayores que yp), por lo tanto este equilibrio es semiestable.

» Cuando nos acercamos a y = 1 por la izquierda f(y) = tiene signo negativo, mientras
que cuando nos acercamos por la derecha f(y) tiene signo positivo, por lo tanto este
corresponde a un equilibrio inestable.
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» Cuando nos acercamos a ;7 = /7 por la izquierda f(y) tiene signo positivo, mientras
que cuando nos acercamos por la derecha f(y) tiene signo negativo, por lo tanto este
corresponde a un equilibrio estable.

= Ahora cuando nos acercamos a yo = /27 por la izquierda f(y) tiene signo negativo,
mientras que cuando nos acercamos por la derecha f(y) tiene signo positivo, por lo
tanto este corresponde a un equilibrio inestable.

» Por otro lado, cuando nos acercamos a y;~ = —+/7 por la izquierda f(y) tiene signo
positivo, mientras que cuando nos acercamos por la derecha f(y) tiene signo negativo,
por lo tanto este corresponde a un equilibrio estable.

» Y cuando nos acercamos a y2~ = —+/27 por la izquierda f(y) tiene signo negativo,
mientras que cuando nos acercamos por la derecha f(y) tiene signo positivo, por lo
tanto este corresponde a un equilibrio inestable.

Observamos como se alternan los signos y podemos generalizar:

= Si k> 0 es par, entonces 4+ son equilibrios inestables.

= Si k> 0 es impar, entonces ;= son equilibrios estables.

(b) Resulta 1til realizar un diagrama utilizando la informacién obtenida en el inciso (a). El
grafico es como sigue:

" Si —2 < a< —/7, entonces Ly = —/7 y Ly = —\/27.

» Sia=—/m, entonces L1 = Ly = —/7.

» Si —/7T <a<0,entonces Ly = —/7y Ly =0.

= Si0<a<1,entonces L1 =0y Lo = 1.

= Sia=0entonces L1 = Ly = 0.

» Sil<a< /7 entonces L1 = /mry Ly =1.

» Sia=./m, entonces L1 = Ly = /.

= Finalmente si \/7 < a < 2, entonces L = /7 y Ly = \/27.

Problema 1.24. Dada la ecuacién auténoma
!

y = (y® - 2y° —y+2)In(1 +¢?)

determine todos los puntos de equilibrio y clasifiquelos (nodo, fuente, sumidero).
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Solucion:

Sea f(y) = (y* — 2y? — y + 2) In(1 + y?), entonces los puntos de equilibrio son todas las soluciones
de la ecuacién f(y) = 0, los cuales son:

y1=—1 5 y2 =0 5 y3 =1 5 Ysg =2

Como se tiene que f(y) > 0siy € (—1,0) U (0,1) U (2,+00), se concluye que y; e ys4 son fuentes,
y2 es nodo y por ultimo y3 es sumidero.

O]

Problema 1.25. Dada la ecuacién 2/(t) = (2% — 9)(sinz — 2)

(a) Encuentre todos los puntos de equilibrio y determine su estabilidad.

(b) Esboce el grafico de la funcién x(t) que es solucién de la ecuacion anterior y que satisface z(0) = 1.
En particular, determine 1th’m x(t) justificando su respuesta.
— 00

Solucién:
(a) Los puntos de equilibrio son las raices de f(x) = (2 —9)(sinz —2). Como sin x —2 es siempre
negativo, los tinicos puntos de equilibrio son = +3. Notemos que f(z) > 0 para z € (-3, 3)
y f(xz) < 0 para x € (—o0, —3) U (3,00). Asi, agrupando la informacién en un diagrama de

fase,
L)
i
3 e
T (+)
T
_3 Y
L (=)
4
notamos que z = —3 es una fuente, mientras que x = 3 es un sumidero. Por tanto, z = 3 es
un equilibrio estable mientras que z = —3 es inestable.

(b) Como f(1) es positiva, la curva es inicialmente creciente y ello se mantiene en tanto —3 <
x < 3. Por otro lado, como f y f’ son continuas para todo x, en los valores de equilibrio
x = +3 se verifican las condiciones del Teorema de Existencia y Unicidad y por tanto las
constantes son las tinicas soluciones a través de cualquiera de tales puntos. Ello implica que
la solucién buscada permanece acotada:

—-3<xz(t) <3, Vt
y por tanto la curva es siempre creciente. En particular,
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Problema 1.26. Determine las bifurcaciones de ¢/ = y(1 — y)? + «

Solucion: Las ecuaciones a resolver son:

y1—y)?+a=0 A f(y,a)=1—4dy+3y>=0

1
Resolviendo la ecuaciéon para y obtenemos y = 1, 3 Reemplazando en f(y,a) = 0 obtenemos
0 4 Asi, t bif i 1 0 1
a = 0,——. Asi, tenemos bifurcaciones en y = 1, = eny=—-,a=———:
9 27 J y ) y y 37 27

-'—

ARV

~p

Problema 1.27. Considere las siguientes ecuaciones diferenciales

(a) v =v* +ay a € R.
b) ¥ =y’ +a acR.

En cada caso encuentre puntos de equilibrio y clasifiquelos. Ademas encuentre valores de a de bifur-
cacién paramétrica y dibuje el diagrama de bifurcacién.

Solucion:

(a) Primero buscamos los puntos de equilibrio, aquellos en que
fy) =y’ +ay=0

Se obtienen los equilibrios y = 0 e y = —a. Recordar que los valores de bifurcacién de a son
aquellos en que una pequena variacién implica que cambia el ntimero de equilibrios de la
ecuacién. En este caso obtenemos como tunico valor a = 0. En efecto:

» Sia > 0 existen dos equilibrios. El primero es y = 0, en el cual se tiene que f/(0) =a > 0
por lo que es una fuente (o repulsor). Mientras que en y = —a se tiene f'(—a) = —a < 0
por lo que corresponde a un sumidero (o atractor).

» Sia = 0 existe un unico equilibrio, y = 0, para el cual se tiene que f'(0) = 0, por lo que
analizaremos los cambios de signo de f(y) para clasificar este equilibrio. Se tiene que
f(y) = y? es positivo ya sea si y < 0 o y > 0, por lo que este equilibrio corresponde a

un nodo.
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» Sia < 0 hay dos equilibrios, y = 0 para el cual f/(0) = a < 0 por lo que es un sumidero,
y el equilibrio y = —a en el cual f/(—a) = —a > 0, por lo que es una fuente.

Finalmente el diagrama de bifurcaciones:

ys-a

(b) Buscamos equilibrios para la nueva ecuacién

Se obtiene y = £4/—a. Claramente 0 es un valor de bifurcacion.

= Si a > 0 no existen equilibrios.

» Si a = 0 existe un tinico equilibrio, y = 0, para el cual se tiene que f(y) = y? es positivo
ya sea si y < 0 o y > 0, por lo tanto este equilibrio corresponde a un nodo.

= Si a <0 hay dos equilibrios, y+ = ++v/—a y se tiene que f'(++/a) = +2v/—a por lo que
Y+ = v/—a es una fuente e y_ = —y/—a es un sumidero.

Finalmente el diagrama de bifurcaciones:

?‘V

Problema 1.28. Considere la ecuacion diferencial
y =y’ —6y+4d+p

donde p es un parametro real.

(a) Para cada u € R fijo, encuentre los puntos de equilibrio de la EDO y clasifiquelos.
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(b) Encuentre los valores p de bifurcacién paramétrica y dibuje el diagrama de bifurcacién.

Solucion:

(a) Los puntos de equilibrio son las raices reales de la ecuacién polinomial
y?—6y+4+pu=0

La ecuacion cuadrética tiene soluciones reales si y solo si el discriminante es positivo; es
decir, si y solo si p < 5. Si < 5 tenemos dos soluciones distintas:

y(p) =3+ +/5—p

Si 4 = 5 tenemos una solucién real tnica igual a 3. Como resultado:

» Sip < 5 hay dos puntos de equilibrio que son y_(¢) = 3—+/5 — u, y+ () =3+/5 — p.
= Si =5 hay un punto de equilibrio que es y = 3.
= Si x> 5 no hay puntos de equilibrio.

Supongamos que p < 5; tenemos que y? —6y+4+p>0siy>yy, y? —6y+4+u<0

siy. <y <wys,y?—6y+44+pu>0siy<y_.Porlo tanto, y4 es un equilibrio inestable
(fuente), mientras que y_ es equilibrio estable (sumidero).

Ahora, si u = 5 tenemos que y? — 6y +4 +p = y?> — 6y +9 > 0 si y # 3. Entonces, y = 3 es
un equilibrio semiestable (nodo).

(b) El punto g = 5 es el unico valor de bifurcacién paramétrica, ya que el nimero de puntos
de equilibrio es diferente para valores mayores y menores del pardmetro (cero si pu > 5, dos
para p < 5). El diagrama de bifurcacién se presenta a continuacion:

o

y%(ﬂ} = 3+@W~

. %f_(}d = 3"‘5‘?" T~

’—'—?‘T;”gzﬂf - Y } 4
‘? i A

I

]

"
‘i
A
1
|
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Ecuaciones de Orden Superior

2.1. Ecuacién Homogénea de Coeficientes Constantes

Problema 2.1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) v" +3y' +2y=0
(b) y///_|_y//_2:O

Solucion:

(a) Es claro que la solucién serdn combinaciones lineales de funciones del tipo: e** con s por
determinar. Es claro que reemplazando en la ecuacion tenemos:

(s> +3s+2)e* =0

Como la exponencial sera positiva podemos cancelarla y que para encontrar s tenemos que
resolver el polinomio caracteristico asociado a esta EDO:

(24+35+2)=(s+1)(s—2)=0 — s1=—-1 , s9=-2
lo que claramente nos entrega la solucién:

y(z) = Cre™ + Cae™™

(b) Si reiteramos el proceso tenemos el siguiente polinomio caracteristico:
SB4+s2-2=0 — (s—1)(s2+224+2)=0

puesto que claramente s = 1 es una raiz del polinomio. Por otro lado las otras raices son
complejas conjugadas dadas por:
S+ =—1%41

Entonces la solucién al problema sera:

y(x) = k1e® + kpelTIHDT 4 fge(T170% — 6% | ke e  kze e
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Si recordamos la famosa férmula de Euler:
e = cos® +isind

podemos transformar nuestro problema:s:

y(x) = k1€” + koe *(cosz +isinz) + kse” “(cos(—z) + isin(—zx))

= k1€” + koe” “(cosx + isinz) + kze” “(cos(z) — isin(x))
Notemos que esto es posible reordenarlo de la siguiente forma:
y(x) = k1e” + e * cos(x) (ke + k3) + e~ ¥ sin(x)(ike — iks3)

Si ponemos
Ci=k , Cy=(ka+ks) , Cs=(ike—iks)

Podemos dejar nuestra solucion expresada de la forma:

y(x) = C1e® + Cae” ¥ cos(x) + Cze™ * sin(z)

Observacién: De aqui podemos generalizar la solucién real a este tipo de problemas. Siempre
que se tenga una raiz compleja conjugada para el polinomio caracteristico de la forma s =
o £ 1w podemos obtener que su solucion para esa raiz esta dada por:

C1e7% cos(wz) + Coe”” sin(wax)

Problema 2.2.
(a) Encuentre todas las soluciones de
y'+4y=0 ; y(0)=0 ; y(m)=0
(b) Determine los valores posibles para « tales que la siguiente EDO tiene soluciones no nulas.

y' +ay=0 ; y(0)=0 ; y(r)=0
Solucion:

(a) Para la ecuacién y” + 4y = 0, se tiene que su solucién general es:
y(t) = C1 cos(2t) + Cq sin(2t)
Aplicando las condiciones dadas se tiene que:

0 = C1 cos(0) +Cssin(0) = C
~—— ~——

1 0
0= Cj cos(2m) + Casin(27)
0
0

Entonces la solucién es de la forma y(t) = C'sin(t).
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(b) Consideraremos 3 situaciones posibles, la primera es si « = —f§ < 0, luego @ = 0 y por
ultimo a > 0.
Si tenemos el caso a = —f < 0, la solucién general de la ecuacion y” — By = 0 es:

y(t) = CreVPt 4 Che VP!
Aplicando las condiciones iniciales se tiene:
0=C1+Co
0 = C1e2VP™ 4+ Cpe=2VP7

De lo que se concluye que C; = Cy = 0, entonces la solucién es nula. Si tenemos o = 0, la
ecuacion se reduce a y” = 0, cuya solucién general es:

y(t) =C1 +Cqt

Donde al aplicar las condiciones se concluye que la solucién también es nula. Por dltimo nos
queda el caso en que o > 0, donde la solucién general de la ecuacion es:

y(t) = Cy cos(vat) + Cy sin(y/at)

Ahora aplicamos las condiciones y tenemos:

0 = C1 cos(0) +Cssin(0) = C
~—— ~——

1 0
0 = Cysin(2y/am)

De esto tltimo tenemos dos opciones, o se tiene que Co = 0 o sino 2y/a = n, con n € Z, por
lo tanto se tiene que las soluciones en este caso son de la forma:

y(t) = C'sin <<3>2t>

O

Problema 2.3. Considere la ecuacion diferencial:
ay” +by +c=0

con a,b,c e Ry a#0.

(a) La funcién f : R — R se llama periddica si existe T > 0 tal que f(x +T) = f(x) para cada
t € R. La funcién f se llama acotada en el intervalo I C R si existe C' > 0 tal que |f(¢)| < C
para cada t € I.

Encuentre criterio sobre a,b y ¢ para que cada solucién de la ecuacion diferencial sea:
i. periddica

ii. acotada para t > 0;
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iii. acotada para t € R

(b) Se dice que la funcién diferenciable f : R — R tiene punto critico typ € R si la derivada de f se
anula en tg, es decir f’(tp) = 0. Encuentre criterio sobre a,b y ¢ para que cada solucién de la
ecuacién diferencial tenga al menos dos puntos criticos en R.

Solucién: Primero pongamos 5 = b/(2a) y v = ¢/a. Vamos a dar todas las respuestas en términos
de los parametros 8 y . La ecuacién queda:

y' +28y+yy =0

Usando el polinomio caracteristico nos queda:

HEVITN s S

S2+28s+ys=0 — S1,2 =

Asi tenemos tres casos distintos:

= 32 —~ > 0. Entonces la rafz es positiva y la solucién esta dada por:

y(t) = Ae®t + Be®?!

= (2 —~ = 0. Entonces la rafz es 0, tenemos 2 raices iguales y por ende:

y(t) = Ae™P' + Bte™P!

» 32—~ < 0. Entonces la raiz es negativa y luego obtenemos soluciones sinusoidales dadas por:
y(t) = Ae Bt cos(wt) + Be Pt sin(wt) = Ce Bt cos(wt — 9)

con w = /vy — (2, C = /A2 + B2y § = arctan(B/A). Volviendo al problema:

(a)

i. Notamos que solo en el tercer caso existe la posibilidad de que sea periddica, si exigimos
que 8 = 0 entonces nos quedard una funcién sinusoidal y por ende periddica. En
resumen se requiere 3 =0y 32 -7 <0 — v>0.

ii. Para que la primera sea acotada para t > 0 se requiere que la funcién no explote en
el infinito ni tenga indeterminaciones (en este tipo de funciones no habrd). En el pri-
mer caso, se requiere que ambas exponenciales no sean positivas (no podemos imponer
condiciones sobre A y B). Asi notamos que necesitamos que s; < 0y s < 0. De las
propiedades de las raices de una cuadratica sabemos que:

s1+s2=-28 A s152=7

asi en este caso las condiciones son equivalentes a 5 > 0y v > 0.

Para que el segundo caso sea acotada necesitamos que la exponencial sea estric-
tamente negativa (pues le ganard al polinomio). Debemos imponer entonces que
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—f <0 — > 0. Eso implica inmediatamente dado que 2 — v = 0 entonces v > 0.

La solucién en el tercer caso serd acotada si la exponencial no es positiva (puede ser
0 el exponente, pues seno y coseno son acotados). Luego la condicién es § > 0. Esto
implica nuevamente que v > 0.

iii. Notemos ahora que el primer caso nunca serd acotado (salvo imponiendo condiciones
sobre A, B). El segundo caso tampoco podemos hacerlo acotado, salvo si B =0.Y en el
tercer caso solo necesitamos imponer que la exponencial no exista, luego § = 0 implica
eso. Lo anterior implica que v > 0. O

(b) La derivada de la funcién general esta dada segin los casos:

» 3/ (t) = Asie®t + Bsge®?
/ __ Bt
» y'(t) = e (B — B(A+ Bt))

n o/ (t) = —Ce P (B cos(wt — ) + wsin(wt — §))

Para el primer y segundo caso necesitamos imponer condiciones sobre A y B para encontrar
solucién. Si en el primer caso imponemos que A?+ B? # 0 podemos tener una solucién. En el
segundo caso si imponemos B # 0 podemos encontrar una sola solucién. Pero en el caso c es
posible encontrar infinitas soluciones sin imponer condiciones sobre A y B. Asi la condicién
para que tenga a lo menos 2 puntos criticos necesitamos imponer que 82 — v < 0. =
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2.2. Coeficientes Indeterminados

Problema 2.4. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales usando el método de los coeficientes
indeterminados.

(a) y™W — 4y + 5y’ =t + cost
(b) & — 6% + 9z = 12

Solucion:

(a) Resolvamos la homogénea, el polinomio caracteristico es:
st — 453 + 552 = s%(s? — 45+ 5)

De aqui tenemos la solucién s = 0 con multiplicidad 2, y tenemos para el otro polinomio las
raices complejas conjugadas: 2 £ ¢, por lo tanto la solucién homogénea es:

yp = C1e% + Cote® + Ce® cos(t) + Cue sin(t) = Cy + Cot + Cze? cos(t) + Cye sin(t)

Recordemos ahora un poco de aniquiladores, consisten en aquel operador que hace 0 una
expresion. Por ejemplo, si ponemos D = d/dt (en general en otras partes este operador se
anota como s, que es la razén de porque yo use la letra s para el polinomio caracteristico,
pues esto es extendible a la homogénea) tenemos que para la funcién ¢ tenemos que D?
aniquila a la funcién, pues (¢)” = 0. As{ mismo es posible hacer la siguiente tabla:

Funcién Aniquilador
tn Dn+1
et D—a

cos(bt) D? +p?
sin(bt) D? +p?
e cos(bt) | D? — 2aD + a? + b?
e sin(bt) | D? — 2aD + a® + b?

Es muy importante notar que si se reitera la multiplicidad debemos variar la solucién. Por
ejemplo en este caso tenemos que D? aniquila a ¢ y D?+1 aniquila a cost entonces D?(D?+1)
aniquila a la funcién de la derecha. Vale decir que tenemos D = 0 (con multiplicidad 2) y
D = =+ las raices del polinomio anterior. Pero de la solucién homogénea ya tiene solucién
D =0 (es lo mismo que s = 0) con multiplicidad 2, asi que tenemos que tener cuidado que
funcién acompana a los coeficientes indeterminados. En este caso:

yp = At® + Bt® + C cos(t) + Dsin(t)

Lo que se debe hacer ahora es introducir la solucién particular a la EDO, esto nos queda:
t + cos(t) = (C’ cos(t) + D sin(t)) + ( —24B — AC'sin(t) + 4D cos(t))

+ (10A + 30Bt — 5C cos(t) — 5D sin(t))
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Agrupando términos nos queda:
t + cos(t) = (10A — 24B) + t(30B) + t*(60B) + cos(t)(—4C + 4D) + sin(t)(—4C — 4D)

Que nos genera el siguiente sistema de ecuaciones:

10A—-24B = 0
30B = 1
—4C+4D = 1
—4C—4D = 0
Que al resolver entrega:
2 1 1 1
25 30 7 ¢ 8 '’ 8

Y por lo tanto la solucién final es:

2 1 1 1
y(t) = C1 + Cat + Cse* cos(t) + Cye sin(t) + %t2 + %t?’ ~3 cos(t) + g sin(t) -

(b) El polinomio caracterfstico es: s> — 6s + 9 = (s — 3)?, de donde es claro que la solucién
homogénea sera:
Tp = Cle3t =k Cgt63t

Notamos que un aniquilador de la funcién particular es D3 y por ende su raiz es 0 con
multiplicidad 3, y por lo tanto la solucién particular serd de la forma x, = A+ Bt + Ct?, lo
que implica reemplazando en la ecuacion que:

2C — 6(B + 2Ct) + 9(A + Bt + Ct?) = ¢

Resolviendo el sistema nos queda:

2 4 1
27 27 9
y por ende la solucién final es:
2 4 1
t) = C1® + Cate® + — + —t + =2
z(t) = Cre™ + Cate i AR AR

Problema 2.5. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales mediante el método de coeficientes
indeterminados:

(a) y// + 3y/ + 2y — e—2a: + :E2

(b) y/// . y/ — e2x sin2 (x)
Solucién:
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(a) La ecuacién diferencial se puede escribir usando operadores diferenciales como:
(D+1)(D+2)y=e2* +22
La solucién de la ecuaciéon homogénea es claramente:

yn = are” " + age™*®

Ahora, considerando que D3 [332] =0y (D+2) [6*25“] = 0, al aplicar el operador diferencial
(D +2)D3 a ambos lados de la ecuacién diferencial se obtiene una ecuacién homogénea:

(D+1)(D+2)?D*[y] =0
La solucién general de esta ecuacién se obtiene de manera inmediata:

y =cre® + (cg + c3x)e 2% + (c4 + 5z + coz?)

Eliminando términos comunes a la soluciéon de la ecuacién homogénea, se obtiene la forma
de la solucién particular:

=2 2
yp = crze” “* + (ca + 37 + cax”)
Reemplazando esta solucién en la ecuacion diferencial original, se tiene:

—c1e72 + (204 + B + 22) + (6ea + 203)7 + (204)72 = €727 + 2

De lo cual se obtiene el siguiente sistema:

—C1 = 1
2¢4+3c3+2¢c0 = 0
6cy +2c3 = 0
2c4 = 1
Cuya solucioén es:
61:—1 CQZZ 63:—§ C4:1
’ 4’ 2’ 2

Con lo cual se halla la soluciéon particular de la ecuacion:

7T 3 1
2z Y -2
Yp = —T€ +4 2w+2x

Y la solucién general es simplemente:

Y="Yp+Yn
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(b) La ecuacién diferencial resulta més facil de resolver si reemplazamos la funcién sin® 2 me-
diante alguna identidad trigonométrica, de modo tal que:

1 1
y/// . y/ _ 5621 . 5 coS (2$)62x

Recordando que las funciones de la forma e®* cos (b), e** sin (b) se aniquilan con un operador
de la forma D? — 2aD + a? + b2, es claro que en este caso se requiere el factor (D? — 4D +
8)(D — 2).

La solucién de la ecuaciéon homogénea asociada es:

yp = a1 + age” + aze”

Ahora, aplicando el operador diferencial antes mencionado a ambos lados de la ecuacién se
obtiene una nueva ecuacién homogénea:

D(D—-1)(D+1)(D*-4D+8)(D—-2)[y] = 0 «— D(D—1)(D+1)(D—7r1)(D—r3)(D—2)[y] = 0

con 7| = 2+4+2iyre = 2—2i. Por lo tanto, la forma de la solucién particular de esta ecuacién,
omitiendo términos comunes a la soluciéon homogénea, sera:

yp = (01 + ¢ cos (2z) + c3sin (23:))
Reemplazando y, en la ecuacién diferencial se obtiene:

1 1
—262m< — 3c1 + cos (2z)(9c2 — Tez) + sin (22) (9es + 702)) = 5629: T 508 (22)e®

De lo cual se obtiene el sistema:

1

601 = 5

1

962 — 763 = Z

9es +Tco = 0

Cuya solucion es:

et L2 L __ T
U120 P50 T 520

Con lo cual se ha resuelto la solucién particular de la ecuacién:

L (1 9 7.
yp = €2 (12 + 590 % (2z) — 55 S (2x)>

Y la solucion general es simplemente:

Y =Yp+Yn -
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Problema 2.6. Resuelva
f(x)+ f(—z) = 2 + cos(x) (E).

Puede resultar conveniente separar f en su parte par e impar.

Solucién: Se buscard f : I — R dos veces derivable, donde I es un intervalo simétrico respecto a
0 (de la forma [—a,al).

De las relaciones:
f"(x) + f(—x) = x + cos(x)
{ f"(—z)+ f(x) = —x + cos(x)

se deduce que:
{ [f"(@) + f/(=2)] + [f (=) + f(==)] = 2cos(x)
L (@) = (=2)] = [f(2) = f(-2)] = 22

Asi, las funciones g y h definidas en I por:

(@) = slf@) + f(=z)] ¥ he)=s[f() - f(~2)

2
son dos veces derivables y verifican: g es par, h es impar,
g'(@) +g(x) =cos(z) vy  h'(z)—h(z) ==z
Ahora debemos resolver este par de ecuaciones. Para g tenemos
(D% +1)g = cos(z).
Como solucién homogénea obtenemos
gn(x) = Acos(x).

Observar que se ha omitido la funcién sin(x) pues g es una funcién impar. Luego buscamos una
solucién particular. Notamos que
(D2 +1)%g, = 0,

con lo cual, al omitir términos de la solucién homogénea y la soluciéon impar, obtenemos
gp(x) = Bxsin(x).

Basta reemplazar en la ecuacién diferencial para notar que B = 1/2. Con lo cual

g(z) = Acos(z) + %$ sin(z).

Ahora busquemos las soluciones para la ecuacién diferencial
(D? —1)h = .

La solucién homogénea es
hp(z) = Ce® + De™™,

pero debemos quedarnos con la parte impar de esta funcién que es

hp(x) = \12/ (e —e ™).
(C-D)/2



A continuacién buscamos una solucién particular. Vemos que
D*(D* — 1)h, =0,
por lo que una solucién particular impar debe ser de la forma
fiy = Fa.
Al reemplazar en la ecuacién diferencial notamos que F = —1, con lo cual
h(z)=E(e* —e ) — x.

Asi, la solucién de (F) viene dada por f(z) = g(z) + h(x), es decir,
1
flz) = Acos(z) + B(e” —e™*) + Jusin(z) —z A E€R.

Esta solucion es véalida para x € R.

Problema 2.7.

(a) Determine la solucién general de
y' —y —2y=e""cos(z) + (6 + x)e "
(b) Determine, si las hubiera, todas las soluciones que satisfagan lim y(z) =0
T—r 00
Solucién:
(a) Las raices del polinomio caracteristico de la ecuacién homogenea P(\) = A2 — X\ — 2 son

A1 = 2, Ay = —1. Por ende, la solucién general de la ecuacién homogénea es:

yn(z) = c16%% 4 coe™®

Ahora bien, como el operador (D + 1)? aniquila a (6 + z)e™*, y (D? + 2D + 2) hace lo suyo
con la parte real de la exponencial compleja, se cumple que:

<(D +1)3(D — 2)(D? + 2D + 2))yp —0

Asi,
Yp = a1 cos (x)e ™" + agsin (z)e™" + aze®® + (ag + asz + agr?)e™®

Sin pérdida de generalidad, a3 = a4 = 0. Reemplazando y, en la EDO original, obtenemos
el siguiente sistema:

3a1—a2:0

—3a2 —a1 =1 N 1 3 19 1

a1 = —— a9y = —— ag = —— ag = ——

2ag — 3as = 6 1=710 » 7710 0 9 07 7%
—6a6:1

o1
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2.3. Variacion de Parametros y Reduccién de Orden

—3x
Problema 2.8. Resolver la ecuacién (E) : y” + 6y’ + 9y = TET
e+
Solucién: La ecuacién es lineal de coeficientes constantes.
e Resolvemos la ecuacion homogénea. y" + 6y’ +9y =0 (FE’)

La ecuacién caracterfstica es : 72 4+ 6r +9 =0 i.e. (r +3)% = 0.
La solucién general de (E') es entonces y = (Ax + pu)e 3%,

e Método de wariacion de constantes. Buscamos una solucién particular de la forma
y = ue 3* + vre 3* donde w,v son funciones continuamente diferenciables. Con esto, y es
solucién de (E) sobre R si y solo si:

v B ue—3% + Wlre3T =
xr € _ _ —3z
f3ule 3z + U’(l . 3:6)6 3 _ \/eﬁ

lo que es equivalente a

uw+v'r=0
Ve e R
{ —3u +v'(1—3z) = 1ix2

por lo tanto

+

1+
/

1 _ / 2
v Wentoncesv—b—i-lnpc—i- 14 22

Finalmente la solucién general de (E) es

v R{u’:— L entonces u = a — V1 + a2
YIS

y = (a+bx)e > + (zln|z + \/1+1‘2| - \/1+:U2)e_3“3 con a,b € R.

Problema 2.9. Encuentre la solucién general de la siguiente ecuacién:

22y +ay —dy=1

2

sabiendo que y;1(x) = z¢ es una solucién de la ecuacién homogénea asociada.

Solucién: Mediante variaciéon de parametros, buscamos la otra solucién a la homogénea de la
forma ya(x) = v(z)y1(z). Entonces:
ys = v'y1 +vy;
ys = 0"y1 + 20'y; + vy
Para que sea solucion de la homogénea imponemos:
2?(0"y1 + 20'yy + vy") — 2(V'y1 + vyy) — 4oy =0

Agrupando términos:
:U2v”y1 S 21/y/a:2 + v (:C2yi/ +zy] — 4y1) +zv'y; =0

~~

0
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Reemplazando y; nos queda:
220"2? + 'z + 2v'2® =0

Agrupando:
zv” +50 =0
Resolviendo:
vi(g)=—= — v(z)=-—5+C
x 4x
_ 1 2 _ 1 y 4 ’ :
De esta manera ya(7) = 5 - ¥° = 5,7, con la solucién general de la ecuacién homogénea es:
B
yn = Az® + )
x
Es simple notar una solucién particular como y, = —i.

Problema 2.10. Encuentre la solucién general para la siguiente EDO no homogénea:

y///+5y”+6y/ —

1+ e?

con

Solucién: Tenemos la ecuacién no homogénea:

n ! /
5y + 6y = ——
YU by 6y =

La reescribimos por sus operadores diferenciales y buscamos las soluciones de la homogénea de

forma e

1

D(D? +5D = ——
(D*+5D + 6)y(t) 1o

Lo que nos entrega:

7“1:0, 7“2:—2, 7‘3:—3

Entonces tenemos que la solucién para la ecuacién homogénea es:

yp = C1 + Coe™2 4 Cze™3

Por el método de Variacion de Parametros podemos buscar una solucién particular de la forma:

yp = u1(t) +ua(t)e 2 +uz(t)e ™
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Lo que al derivar una cuantas veces, nos permite establecer el siguiente sistema:

1 e 2 e 3t uy (t) 0
0 —2e72 —3e73¢ ub(t) | = 0
0 4e 2t Qge=3 us(t) ﬁ

Resolviendo el sistema por Cramer, podemos despejar a uj(t), uz(t) v a ug(t) (la idea esencial
consiste en notar que vamos a definir nuestras integrales partiendo desde 0 hasta ¢, ya que algunas
integrales no tendran primitivas, pero esto no nos impedira encontrar las condiciones iniciales):

—2t —3t

0 e e
0 — 22 _3e3¢
i L 4e=2t  9e—3t 1 [t dt
t) = dt = = _
ua (t) /0 o2t T, 6/0 1+ e2t

1 e2t 0

0 —2 2 0

—2t 1
wlt)= [ T L=} [
0 1 e—2t 6_3t 3 0 1_|_€2t

0 —2e 2 _3e3
0 4e 2 Qe3¢

Con esto podemos establecer una soluciéon general a la ecuacion:

1 [t du e 2t [t du e 3t [t e3udy
t) = C1 4+ Che 2 4 Cge™3t / — / /
YO =G+ Cee "+ Gee 4G | T T | Trem T 3 ), Trem
Lo que resta ahora es encontrar las constantes, notemos que la forma en que definimos la integral,

nos arregla mucho el problema, pues al evaluar en 0, todas las integrales quedardn integrando en
un punto, por lo que valdran 0. Luego estamos listo con la primera ecuacion:

y(0)=C1+Cy+Cs5=-1
Por otro lado, derivar una vez, la solucién es muy facil, pues el TFC nos ayudara mucho, asi:

1 z 1
6(1 + %) 2 14e2

o /t du e—St eSt e /t e3udu
+e A 0 —e
o 1+e 2 3 1+4e? o 1+ e
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Luego evaluando en 0:

1 1 1
'0)=-2C, —3C3+——=-+-=0
v T
—_————
0
Luego derivamos nuevamente:
2€2t 262t
" — 4C —2t 9C =3t _
y(@) 26— T I0se 6(1 + e2t)2 i 2(e?t +1)2
. 2672t /t du + 6721} i 1 . 2€2t
0 1 e 672“ 1 e 672t 3(1 e 627&)2
+36—3t /t e3udu 3 e—3t ' €3t
0 1 4= 62u 1 4= e2t
Evaluando en 0: . SRR
W = 4 —— - 1T - — = — = = ].
y"(0) Ca 4+ 9C5 12+4+2 )
0
Resumiendo nos queda el siguiente sistema:
Ci+Cy+C3 = -1
—2C5—-3Cs = 0
4C5 + 9C5 = 1
Resolviendo el sistema obtenemos:
5 1 1
Cl = =39 02:7§a 03: 5
6 3 =

Observacion: Notemos que debian dar 0 todas las condiciones de iniciales para la solucién par-
ticular por la forma que definimos nuestros coeficientes u; (que parten desde el punto 0 hasta t);
pues en efecto notemos que hemos definido

Yp = y1()ua(t) + y2(t)ua(t) + y3(t)us(?)
con la condicién que u1(0) = u2(0) = uz(0) = 0, luego es claro que y,(0) = 0. Ahora si derivamos:

/o

Yo y’1u1 = ylu/l < yéuQ + ygulg - yéu;», <+ ygué

Aqui cuando evaluemos en 0, es claro que los términos que estan acompafnados por u; sin derivar,
valdran 0. Por otro lado lo que nos queda es:

y1uy + yaus + ysus

Pero esto ltimo es claro que es 0 V¢, puesto que cuando hacemos variacion de parametros impo-
nemos eso. Esto implica que y;,(()) = 0. Si reiteramos el proceso llegamos a lo mismo, con lo que
Y, (0) = 0. Asf hemos llegado a una forma de que la solucién particular no influye en encontrar las
constantes.

Problema 2.11. Mediante el método de variacién de pardmetros, resuelva las siguientes ecuaciones:
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(a) 22" —z(xz +2)y' + (z + 2)y = 223
(b) y" + 10y’ + 25y = > In(x)

Solucién: Sea y” + p(z)y’ + q(x)y = b(x) una ecuacién diferencial donde y; e ya son soluciones al
problema homogéneo. Buscamos una solucién particular de la forma:

y = Ci(z)y1 + Ca(2)y2

Derivando:
Yy = Ci'yr + Criyr’ + G2’y + Cay’

Por conveniencia utilizamos
Ci'y1 + Co'y2 = 0 (2.11.1)

Asi, derivando lo que nos queda,

yp” — Cllyll + Clylll + C2ly21 + CQyQH

Como y, es una solucién particular de la ecuacién diferencial, entonces se debe cumplir que y,” +
p(x)yy + q(x) = b(z). Reemplazando:

Ci'yi" + Ciy" + Co'yo" + Coyo” + p(z) <C1y1' + Czyzl) +q(x) (Clyl + 021/2) = b(x)

Factorizando por C; y Cs:

Cy <y1" + p(x)y’ + (Z(l’)yl) +Co (yzﬂ + p(x)y2" + (J(fﬁ)y2> + Ci'yi" + Co'ys’ = b(x)

Pero, como y; e y3 son soluciones homogéneas, entonces y1” + p(z)y1’ + q(x)y1 = y2" + p(x)ys’ +
q(z)y2 = 0. Es decir,
Ci'y’ + Co'ys’ = b(x) (2.11.2)

Por lo tanto, con las ecuaciones (2,1) y (2,2) podemos resolver C’, Co’, y luego integrando, resolver
C1 y (5 y conocer la solucién particular.

(a) La solucién general de la ecuaciéon diferencial estd dada por:
Yg = Yp + YUn
La solucién homogénea y, la conocemos de la pregunta anterior, y es:

yp = 1z + Poxe”

Por lo tanto, solo falta determinar la solucién particular y,. Para ello, usamos el método de
variacion de parametros. Resolvemos el sistema:

(=2 ( o )=(u)

Donde
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= y; =z, con lo que y;’ =1
» yo = ze”, con lo que yo' = (1 + x)e”
= b=2zx

IMPORTANTE: notar que en este caso b(x) = 2z y no 2x>, pues es necesario que el

coeficiente de y” sea uno; por lo tanto, dividimos la ecuacién por z2.

Resolvemos mediante la regla de Crammer:

‘ 0 xe®
2z (14 x)e” —27:2¢2
01/: ( ) = re =-2 — 01:—21'
T re® $2€x
1 (14 xz)e”
z 0
1 2z 212
T re® r2e2
1 (1+2)e”
Asi, la solucién particular es y,(z) = C1y1 + Cays = —222 — 2z, y por tanto:

y,(2) = BrazBawe” — 22% — 2z

(b) Primero resolveremos el problema homogéneo. Como se trata de una ecuacién lineal de
coeficientes constantes, ocuparemos el Método del Operador D:

2
y" + 10y + 25y =0 «—s <D2+10D+25)y:0 s <D+5) y=0

y con ello

yn(z) = a1e”" + apwe ™"

Asi, para hallar la solucién particular, usamos el método de variacién de parametros, con:

5 —5z

Z con lo que y;’ = —be
5

] yl = e_
» yy = xze %, con lo que yo' = (1 — 5zx)e”
s b=eIn(x)

Resolvemos:
0 —5e 5%
e In(z) (1 - 5x)e” 2 2?In(x)
/
cy' = = % =—zln(z) — Ci= < 5

re 5% (1 —5z)e”

e~ 0 ‘
—b5x —5901
Cy = xi5x c ?5(:) =In(xz) — Cy=zln(z)—=z
e —be

e (1 —5z)e®

El reemplazo queda propuesto al lector.
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Problema 2.12. Mediante el método de reduccién de orden, encuentre las soluciones de las siguientes
ecuaciones:

(a) 2%y" — 32y’ +4y =0

(b) 2%y —x(z +2)y + (z +2)y =0

Solucién: El método de reduccion de orden nos permite obtener, conocida una de las funciones
solucién a la homogénea, y1, la segunda funcién solucién yo (linealmente independiente con yy).

(a) Probamos con y; = z". Derivando:
! r—1 " __ r—2
Y1 =rx A yi" =r(r—1)z
Reemplazando en la ecuacion:
2r(r—1)z" 2 —3zra™ 1+ 42" =0
Simplificando por z", pues buscamos soluciones no idénticamente nulas,
rr—1)—-3r+4=0 — r=2

Asi, la primera solucién es y;(z) = 2 para la ecuacién y” + p(x)y’ + q(z)y = 0. Buscamos
una segunda solucién de la forma y2(x) = u(x)y;(x). Si reemplazamos y» en la ecuacién,

uyr” + 2y 4+ y1u” + p(z)uy” + p(x)yiu’ + g(x)uyr =0

u<y1” + p(@)y’ + q(w)yl) + oy + o (2y1’ + p(x)y1> =0

Pero y1” + p(z)y1” + q(z)y1 = 0, pues solucién de la homogénea. Asi, haciendo w = u’ y
f(z) = 2y1" + p(x)y1, la ecuacién anterior queda como sigue:

Wi +uf@) =0 = @) =ex (- [ f@)/n) i)

En ese caso, como f(x) = x, tenemos que:

1

wz)=- = u@)=I) = p)=72%=)
i

y con ello la solucién a la EDO es:

y(x) = a12? + anr? In(z), a1,0 €R
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(b) Nuevamente proponemos que y; = =", y reemplazamos en la ecuacién y simplificamos por
T
x’:

7 = = = e =l = = (= D = 2 =

Como lo anterior debe satisfacerse Vz, notamos que r = 1. Por lo tanto, y;(z) = z. En este
caso f(x) = —zx y por tanto:

w(z) = exp (— / —dx) —exp(z) —  ulz) =€

y con ello,
y(x) = prx + Paze® , P1,P2 €R

2y
(1—z)?

Problema 2.13. Se sabe que y; = 1 es solucién de y” — =0
—z

(a) Determine una solucién yo que complete el espacio de soluciones linealmente independientes para

esta EDO.
2
(b) Encuentre la solucién general de y” — ﬁ = (1—2)2 cony(0) =0, y/(0)=0
Solucioén:

(a) Recordando la férmula de Abel, tenemos que para una ecuacién de la forma y” + p(z)y’ +
q(x)y = 0, se tiene que:

eJ p(t)dt
y2=yl/ 7—dx
Y1

Entonces ya que p(z) = 0, para esta EDO, tendriamos que:

1 1 1
y2=y1/2dx:/(1—x)2dx:(1—x)2
Y1 3

1—=x

Entonces tenemos que yz = (1 — x)2. 0

(b) Ya tenemos la solucién general de la ecuacién homogénea, entonces ahora resta determinar
una solucién particular, para lo cual vamos a utilizar variacién de parametros, entonces
buscamos ¢1(x) y ca(z), tales que cumplan el siguiente sistema:

[ ()= (o)

De donde despejamos:
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e =(l=m)f 3 0’2:—5(1—3:)
Por lo tanto:
1 1
612*1*5(1*55)5 ; 0226(1*55)2

Entonces la solucién general a la EDO es:

a 1
¥(@) =g+ 9p = 7o +b(1 —2)” + 15(1 - @)’

De las condiciones iniciales tenemos:

y(0) :a—i-b—i-% =0
y notemos que
/ & 4 3
V(@) = g~ W) - (1= )
lo que nos deja:
y'(0) :a—2b—§:0

resolviendo el sistemas obtenemos:

Problema 2.14. Resuelva la ecuacién diferencial

/" 2

v —y= (E).

cosh®

Para evitar escribir tantas exponenciales trabajaremos con las funciones

et +e * et —e *

cosh(z) = 5 y sinh(z) = 5

Es facil verificar que
cosh’(x) = sinh(z), sinh/(z) = cosh(x), cosh?(x) — sinh?(z) = 1.
Ahora resolvamos (F). Tenemos que la ecuacién homogénea a resolver es

(D? — 1)y =0.
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La solucién homogénea entonces es

yn(x) = A1€” + Bie™®,

pero dado que para encontrar una solucién particular trabajaremos con la funcién cosh(x), resulta

mas conveniente reescribir la solucion homogénea como

yn(z) = Acosh(x) + Bsinh(z).

Podemos hacer esto pues el espacio generado por las funciones {e®, e~*} es el mismo que el generado

por {cosh(z),sinh(z)}.

Para encontrar una solucién particular usaremos el método de variaciéon de constantes, por lo que

buscamos una solucién de la forma
yp(x) = u(x) cosh(x) + v(z) sinh(x),
donde u, v son funciones que satisfacen el sistema
u'(x) cosh(z) + v'(x) sinh(z) = 0
{ o' (x) sinh(z) + v'(x) cosh(z) = cosfl?’x

_ 2sinh(z) o (z) = 2

cosh? z

_ o [* sinh(?)
u(e) = 2/0 cosh?(t) dt

T

Se deduce que u'(x) = . Luego integramos:

cosh®

o
cosh?(t)
1
=—5 1

cosh”(x)

— —tanh?(z)

0

* 1
=12 ——dt
v(@) /0 cosh?(t)
= 2/ sech?(t) dt
0 ~—~—

tanh’(t)
x

= 2tanh(¢)

0
= 2tanh(z).

Finalmente la solucién general de (E) es:
y(x) = Acosh(x) + Bsinh(z) — cosh(z) tanh?(x) 4 2sinh(x) tanh(z)
lo que es equivalente a

sinh?(z)

y(x) = Acosh(z) + Bsinh(z) + cosh(z)
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Problema 2.15.
(a) Resuelva ,
xy’ —y = - In(z)
(b) Determine la solucién del problema
oy + (-1 —y=2, y(1)=0, (1) =1

sabiendo que y(x) = e~ es una solucién de la ecuacién homogénea asociada.

Solucion:

(a) Primero resolveremos el problema homogéneo zy” — ¢y’ = 0. Como se trata de una ecua-
cion lineal de coeficientes no constantes, ocuparemos el Método del Reduccién de Orden.
Probamos con y; = 2" :

er(r—D)a" 2—rz" =0 — r(r—2)=0

Notamos que esto se cumple tanto para » = 0 como para r = 2. Por lo tanto, inmediatamente
de desprende que y; = 1 e yp = 2%. Asf,

yn(z) = g1 + eg2?

Ahora, empleamos variacion de pardmetros con

= y; =1, con lo que y;’ =0

» yp = 22, con lo que 1o’ = 2z

.b:_x%_lnw(g)
Asi,
4y 3|
b(x) 2x 1 In(x) xln(x) =z
r_ _ = _ _Z
Cy = . 22 —m—i— 5 — Ci=In(z)+ 5 5
0 2z
o 4o |
0 b(x) 1 In(x) In(z) 1
Cy=-——7 -~ _ = — el
T &2 B 22 0 T T Ty
0 2z

El reemplazo queda propuesto al lector.

(b) Por el método de reduccién de orden, buscamos otra solucién de la EDO de la forma ys(z) =
c(x)e™™. Reemplazando en la ecuacién, obtenemos:

P

d=0, >0
x
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Al integrar obtenemos:
cx) =ci(x —1)e* + co

Elegimos ¢a = 0y ¢; = 1. Luego, la funcién ya2(xz) = (z — 1) es solucién de la ecuacién
homogénea y W (y1,y2)(z) = ze® # 0,2 > 0; por lo tanto, ambos soluciones son linealmente
independientes.

Dado un conjunto fundamental de soluciones de la ecuaciéon homogénea, el método de varia-
cion de parametros permite encontrar una solucién particular:

yp(x)——e_x/(x—l)ex d:r+(x—1)/dac—:1:2—2x+2

Con ello, la solucién general es:

y(x) =167 +ea(x — 1) + 2% — 22 + 2

La solucién del PVI se consigue para los €1, €2 que satisfacen el siguiente sistema: e;e 141 = 0
y —ee~ ! + ¢cp = 1; es decir,
y(z) = —el ™% + 2% — 22 + 2

Problema 2.16.

(a) Determine la solucién general de y(#) — y = et

(b) Determine la solucién general de

xy// _ (1 +$)y/+y — xQeQI,

sabiendo que y = e® es solucién de la ecuacion homogénea asociada.
Solucién:

(a) Calculamos la solucién de la homogénea a través de su polinomio caracteristico P(\) =
M—1=A+1)A=1DA\+4)(\—1)=0. Asi,

yn(t) = cre™" + coe! 4 c3cos (t) + cqsin (2)

Para determinar la solucién particular, aplicamos el método de coeficientes indeterminados
usando el operador (D — 1):

((D—l—l)(D—1)2(D+i)(D—z'))yp =0 — y,(t) = are " +age’ +agte’ +ay cos (t) +as sin (t)

Sin pérdida de generalidad, hacemos a1 = a2 = a4 = a5 = 0, pues dichas soluciones estan
contenidas en la homogénea. Asi, y,(t) = ate’. Si la introducimos en la ecuacién original,

1
dael + ate?! —aet =t — a ==
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2.4. Transformada de Laplace

Problema 2.17. Calcule la Transformada de Laplace de sin(wt) rdpidamente sin usar integracién por
partes.

Solucién: Recordemos que la definicién de Transformada de Laplace (unilateral) esta dada por:

L(F(B)(s) = F(s) = /0 " f(te e

Para resolver el problema solo basta usar la formula de Euler:

t

et — cos(wt) + isin(wt) — Im et = sin(wt)

Luego:

w — S

/ sin(wt)e *'dt = Im / e“te™stdt = Im / ew=slt g — [ —— pliwts)t
0 0 0

o 1
0 W —§

Solo basta calcular la parte imaginaria de lo anterior, que esta claramente dada por:

1 —iw —
_ gy oS W — F(s)

—Im -
w— 8§ w?2 452 524 w?

Esta solucién solo es vélida si Re(s) > 0 pues sino la integral anterior no converge.

Problema 2.18. Calcule las transformadas inversas de las siguientes funciones en el dominio de
Laplace:

s 6723 1
(a) G(s) = si?’ + 322—7 + 324+ 5T, (c) G(s) = $3(s2 1 1)
6—23 1
(b) G6) = 5737 W= e

Solucién:
(a) Es directo de las definiciones de las transformadas de funciones usuales que:

L7HG} = t22 4= \2 sinh (V/7t) 4 4 cos (V2t) + H(t — 2)

(b) Combinamos los dos teoremas de traslacién. Como L= e % F(s)} = f(t —a)H(t — a),

so=c o= o =t G ) — e S

Por lo tanto,

sinh (v/2(t —
V2

LHGY = f(t—2)H(t—2) = (D) 2) g —9)
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(¢) Aprovechando las propiedades de la transformada aplicada a la integral,

z—l{ SQH} /sm ) dr =1 — cos (1)
5_1{32(32—1—1} /(1—(:08 )dT:t—Sin(t)

2

c—l{@} :/0 (r—sin(m)) dT:%—Hcos(t)

(d) Notemos que:

1 1 g et i
1 : t t—u -
—_ > = — 2t = — 2u) du = — — —
L {(S 1)(52 4)} 5 sm( )*e 2/0 e sm( u) U 5 5 10

Problema 2.19. Resuelva el problema de Cauchy usando LT:
te —tr' +x =2 , z(0) =2, 2/(0) = —1

para t > 0.

Solucién: Para ello necesitamos recordar un par de propiedades. Sea F(s) la transformada de
Laplace de f(t), entonces:

(a) Derivada en el dominio del tiempo:

L(f'(#)(s) = sF(s) = £(0) , L(f"())(s) = s*F(s) = s£(0) — f'(0)

podemos generalizarlo de la forma:

n—1
LM @)(s) = s"F(s) = Y "1 FH(0)
k=0
donde f(©(0) = £(0).
(b) Derivada en el dominio de Laplace:
d

Lt f()(s) = =7 -F(s)

Para el problema y poniendo X (s) = L(x(t))(s) tenemos:

L(f")(s) = s°X — sx(0) — 2'(0) = s°X — 25+ 1
L(f)(s)=sX —x(0) =sX —2
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Aplicando LT al problema queda:

d , d 2
—g(s X-2s+1) - —%(SX—Q)—FX—E

Reordenando llegamos:

2 1
)(/—{—*)(:*2
S S

Esta es una ecuacion lineal que se resuelve como siempre usando el factor integrante:

u(s) _ efP(s)ds _ 6f2/sds _ g2

Luego:
1 1 2
(SQX):/S22:S+C—>X(S):CQ—|—:_d <C>+

S S

Necesitamos calcular

d (C 2
L7YX()(t) =L (X(s)(t) = L7 <_d <> + > (t)y=Ct+2
s\ s s
Estamos omitiendo la funcién Heaviside (escalén) (H(t), u(t), 6(t), m(t)) pues esto solo es valido
para t > 0. Para encontrar C' usamos que z'(0) = —1 pues la condicién z(0) = 2 no entrega nada,
y obtenemos C' = —1, por lo tanto:
z(t)y=2—-1t
es la solucién final.
O
Problema 2.20. Resuelva la ecuacion integral
t
y(t) = —2/ (t—7)y(r)dr+ H(t —2) + 1,
0
1 si t>0
donde H(t) = { 0 si t<0
Solucién: Reescribimos la ecuacién como:
y=—2txy+ Ho(t)+1
Y aplicamos la transformada de Laplace:
—2Y e %41
y="2 ¢ F
S S
Despejando Y:
B se % +s
s2 42

Aplicando la transformada de Laplace inversa:

y(t) = cos (V2(t — 2))Hy(t) + cos (v/2t) .
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Problema 2.21. Resuelva la ecuacién

/Oty(t—7)<y(7')—1—67) dr=¢" —1, t>0

Solucién: Sea Y (s) = L{y(t)}. Aplicando LT obtenemos:

ey =Y (1+si1) :si1_§ = TEr=ve (iJrsil)_s(sl—l)_o

y(t) =1 Vv y(t) = e, t>0
O
Problema 2.22. Resuelva el problema de valor inicial
2"(t) + 4z(t) = sin (2t) + 6(t — 4m), =(0) =2'(0) =1,
donde () es la funcién de Dirac.
Solucién: La ecuacién es:
x" + 4z = sin (2t) + §(t — 4n), 2'(0) ==z(0) =1
Entonces aplicamos nuevamente la transformada de Laplace:
2
§2°X — sx(0) — 2/(0) + 4X = 21 + e~ 4ms
Despejando X:
2 N e 4™ 4 s +1
(2 +4)? s2+4
Aplicando la transformada de Laplace inversa:
1 . ; 1 .
z(t) = §(s1n (2t) * sin (2t)) + §(H47T(t) + 1) sin (2t) + cos (2t)
O

Problema 2.23. Considere la funcién:

s>+ 2s+e°

Fls) = s(s?2+2s—1)

Suponga que y(t) es una funcién continua cuya transformada de Laplace coincide con F'.

(a) Determine una ecuacién diferencial con segundo miembro continuo y condiciones iniciales y(0) =
a, y'(0) = b con a? + b # 0 tal que y(t) sea su solucion.
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(b) Determine la funcién y(t).

Solucién: El trinomio (s? +2s — 1) se factoriza como (s +1++/2)(s 4+ 1 —1/2) Entonces tenemos
que:

1 1 1 1
T+%-1 22 <s+1—ﬂ‘5+1+ﬁ>
que es la transformada de

1
_ = (vt _ —(+V2)t
90 =57 (¢ ‘ )

Nétese que g(0) = 0. Para esta funcién la transformada de su derivada es:

s
AN = g
Y su convolucién con Hj(t) es
1 1
s Hi(t) = — — (1 =V _ = (1 _~0+v¥t-D) 1, (+
9() « ) 2\5(1—\@)< ‘ ) Qﬂ(1+ﬁ)( € ) 1(t)

Por lo tanto, si L{y}(s) = F(s), la funcién continua y(t) es

y(t) = g'(t) + 2g(t) + Hi(t) x g(t) ; (t>0)

En este caso, y(0) = ¢'(0) = 1y ¢/(0) = ¢”(0) +2¢(0) = 0, que corresponden a los valores de a y b
solicitados. El operador diferencial que interviene en la ecuacion esta sugerido por el trinomio se
segundo grado antes analizado. Es decir el problema con valores iniciales es:

y' + 2y —y = Hi(t)
y(0) =1
y'(0) =0

Problema 2.24. Use la transformada de Laplace para resolver las siguientes ecuaciones
(a) ¥ — 5y =0;y(0) =2.

Solucién: Tomando la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacién obtenemos
L{y'®)} —5L{y(t)} = L{0},
mientras que L{y/(t)} = sY(s) —y(0), L{y(t)} =Y (s) y L{0} =0, con lo cual obtenemos

sY(s) —2—-5Y(s) =0,

de donde Y (s) =

5 Para concluir tomamos la transformada de Laplace inversa y obtenemos
o —

2

y(t) = LYY (s)} = £ {5_5} _or! {15} _ 9e5t,

O]
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(b) ¥ +y =sin2t; y(0) =1

Soluciéon: Tomando Transformada de Laplace en ambos lados obtenemos

sV (s) — y(0) + Y(s) = £ {sin2¢} = 8214

despejamos para obtener
1 2

YO =it et

Ahora tomamos transformada de Laplace inversa

0= {1 o) = G S e e

1 . - .
Notamos que £ {—H} = e~ ' y para determinar el otro término es conveniente separar usando
S

fracciones parciales (un método alternativo consiste en usar el producto de convolucién). Tenemos

2 2 1 2 1 2 S

(s+1)(s®2+4) 5 5+1 5 214 5 244

(e {t e {2 (o))

(27" 4 sin 2t — 2 cos 2t).

luego por linealidad se obtiene

R el

1
5
1
5

Finalmente
1,
y(t) = 5(76 + sin 2t — 2 cos 2t).

(c) ¥ —y — 2y =42% y(0) = 1,y/(0) = 4.
Solucién: Tomando transformada de Laplace obtenemos

L{y' @)} - L{y'(0)} - 2L {y(x)} = 4L {2}
Tenemos

L{y"(2)} = Y () = 5y(0) — /(0) = 52V (5) — 5 — 4

L{y(x)} =sY(s) —y(0) =sY(s) -1

luego de reemplazar en la ecuacién y despejar obtenemos

s+ 3 8
+

Y = .
(5) s2—5—2 s3(s2—5-2)

71



Usando fracciones parciales se obtiene
s+3 5 1 2 1
L ———— 4t ="t — =
{(5—2)(s+1)} 3 {5—2} 3 s+1
9
3

Y para el otro término:

e e}~ (o (3] (3 b )b o)

1 8
= -3+ 2 —22% + 5629” S 567‘”.

Finalmente
y(z) = —3 4 2z — 223 + 2e2% + 2¢7%.

(d) ¥ =2y +y = f(z); y(0) = 0,4'(0) = 0. Donde f es una funcién que posee transformada de
Laplace.

Vamos a tomar transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacién y denotaremos por F(s)
a L{f(z)}. Obtenemos

[s2Y (s) — (0)s — 0] — 2[sY(s) — 0] + Y (s) = F(s),

con lo cual

1
Usamos el hecho de que £71 {2} =z y la propiedad de traslacién que en general es
s

L{e"g(x)} = G(s —a),

i)

con lo cual

Luego tenemos

Problema 2.25. Sea
24+ 14+2s+e°

Fls) = s(s2+2s—1)

y(t) = L7HF(s)}

Determine una ecuacién diferencial con condiciones iniciales y(0) = a, 3/(0) = b con a® + b* # 0 tal
que y(t) sea su solucion.
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Solucién: Consideremos la ecuacién y” + Ay’ + By = g(t). Aplicando la transformada de Laplace,

obtenemos que:
(s* + As + B)Y (s) — sy(0) — y/'(0) — Ay(0) = G(s)

Reagrupando y reemplazando,

Y(s)_sa+b+Aa+G(s)_sa+b+Aa+ G(s) 2+ 1+2s+e7 "
 s24+As+ B 2+ As+B 2+ As+B  s(s2+2s-1)

1 —S
Comparando con la ecuacién, podemos tomar s+2 = sa+b+Aa, A =2, B=—1,G(s) = e .

Entonces, a = 1,b = 0,g(t) = 1+ H(t — 1). La ecuacién es:

S

y'+2) —y=1+H(t—-1), y0)=1, ' (0)=0

Problema 2.26. Resuelva, con la transformada de Laplace, el siguiente problema de Cauchy:

y// 4 2y/ + y = tth

Solucién: Aplicando la Transformada de Laplace a la ecuacién:

1
$2F(s) — (1/(0) + sy(0) ) + 25F(s) — 2y(0) + F(s) = —
Aplicando las condiciones iniciales se obtiene que:
1 1 s+ 2
F ( 242 1) = — = 2 — F(s)=
(s){s" +2s+ s—22  °F () G222 (511
——
Fl(s) FQ(S)
Expandimos F1(s) en fracciones parciales:
1 _a i b i c i d
(s+1)2(s—2)2 s+1 (s+1)2 s-2 (s—2)2

La solucién del sistema. de ecuaciones asociado al desarrollo en fracciones parciales queda propuesto
al lector. Finalmente,

_22 . 1/9 2/ 1/9

Fi(s) s+1 (s+1)2 s—2 (s—2)2

De lo anterior, es inmediato que:

2 1 2 1
filt) = = et 4+~ te7t — — €2 4 = te¥

Para Fy(s), repetimos el proceso:

s+ 1 a b 1 1

(s+1)2 78+1+(s+1)273+1+(8+1)2
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y con ello
fo(t) =e bt +te?

Por lo tanto, la funcién buscada es:

29 , 10, , 2 o5 1 o
t) = — — te”" — — —t
y(t) 276 —i-g e 276 —i-ge -

Problema 2.27. Resolver la ecuacion diferencial:

1 ,s815<t<20
2// / 2 — 9 =
vty sy { 0 , en otros casos

Sujeta a las condiciones iniciales y(0) = 0, y'(0) = 0.

Solucién: Utilizando la funcién de Heaviside, H(t — a), la ecuacién queda como sigue:
2y" +y' +2y=H(t—5) — H(t — 20)

Aplicando LT y utilizando las condiciones iniciales,

—bs __ 6—205

Y (s) <232 + s+ 2> = % — V() = (e — e72%) (8(1>

Ahora, para resolver la inversa, consideremos:

1

Gls) = s(2s2 +s+2)

A g(t) = L7HG(s))
Con lo anterior se tendré que:
y(t) = L7H(e™™ = e ?)G(s)} = H(t — 5)g(t —5) — H(t — 20)g(t — 20)

Por lo tanto, basta resolver la inversa de G(s) para obtener la solucién al problema. Utilicemos

fracciones parciales:
A Bs+C 17/2 s+1/2

;+282+8+2 T s 2524 s5+2
La fraccién de la derecha se debe reescribir para poder asociarla a alguna funcién conocida:

G(s) =

1 1 (s+3)+7

G(s) = - =L =
VTR e g

Aplicando la inversa, obtenemos que:

1 et/ V15 t 1 . (Vi5¢t
g(t)zi— > [cos( 1 >+\/E51n<4>]

El reemplazo final queda propuesto al lector.
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Problema 2.28. Resuelva el problema de valor inicial:

20" +y' +2y=08(t—5), y(0)=0,y(0)=0

Solucién: Aplicando LT a la ecuacion,

1

2 __ =5 __ 5
(23 +3+2>Y(3)—€ s — Y(S)—e s m

Reescribimos el lado derecho para reconocerlo como una transformada conocida:

Y(S) _ 1 6—55 1 _ 1 6—55 1 _ 2 6_55 \/E/4
T2 s2+s5/2+1 2 (s+1/4)2+15/16 /15 (s +1/4)2 4 15/16

Para resolver la inversa, hacemos que:

V15/4 » (VI
= (s+1/4)% +15/16 — gO) =LT{G(s)} =e sin | ——
Entonces,
=1l —5s O ’ t < 5
L7He™G(s)} = H(t=5)g(t =5) =1 __as)ya g, (SBED) | oo
Finalmente,
0 ,t<5
y(t) =
2 e—(t=5)/4gin V15 (t —5) e
V15

Problema 2.29. Resuelva la ecuacion integral:

/t:c(t—u)(x(u)—l—e“)duzl—et t>0
0

Solucién: Note que el lado izquierdo puede escribirse como:

/0 z(t — u)x(u)du — /0 z(t —u)du — /0 z(t —u)etdu = z(t) * x(t) —x(t) x 1 — x(t) x e

con lo que el problema ahora es mucho mas amigable. Usando LT a ambos lados y usando la
propiedad de la convolucién y las tablas, y poniendo £{z(¢)}(s) = X(s) tenemos:

X X 1 1 -1
S

agrupando términos tenemos:

XQ‘XC*sil)U(sl—l):(X_i) (X_s;):()




de donde se tiene 2 posibles valores para X (s) y por ende dos soluciones:

Xl(s)zé s ) =1

Problema 2.30. La posicién z(t) de un cuerpo de masa m = 1 (Kg) atado a un resorte amortiguado
tiene por ecuacion:

2 422" + 2z = f(t)

Suponga que el cuerpo se pone en movimiento en el punto de equilibrio con velocidad vg = —4 (m/seg)
y que el cuerpo estd sujeto a un golpe de impulso unitario en ¢ = 1 y desde t = 2 hasta t = 3 se le
aplica una fuerza constante igual a 1 (Newton). Determine la posicién del cuerpo en el instante ¢.

Solucién: La ecuacién diferencial corresponde a:

2 +22 +20=6(t—-1)+H(t—2)— H(t-3)

Con condiciones iniciales:

Por lo que aplicamos Transformada de Laplace para asi obtener:

6725 6735
(2425 +2)X(s)+4=e"°+ -
s s
Entonces despejando X (s) tenemos:
4 e S 6725 6735

X(s) =

_$2+28+2+82+28+2+8(82+28+2) s(s?2+2s+2)

Para resolver esto, requerimos de las transformadas inversas de las cuales

son:

1 1
s2y2st2 Y de s(s2+2s+2)?

L1 {1} = e sin(t)

524+ 25+ 2

Usando propiedades de transformadas obtenemos la otra:

_ 1 (N 11, .
r 1{8(82+25+2)} :/0 e “sin(z)dx = 5 5¢ (cos(t) + sin(t))
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Ahora considerando los retardos que entrega cada exponencial en las transformadas, se tiene que
la solucién a la edo es:

w(t) = —de ' sin(t) + e~ Vsin(t — )H(t - 1) + [% - %e‘“‘” (cos(t — 2) + sin(t — 2)) | H(t — 2)
_ % _ %e_(t_:” (cos(t — 3) + sin(t — 3))] H(t—3)

Problema 2.31. Considere un sistema masa-resorte con m =1, c =5 y k = 6 que parte del reposo
desde el punto de equilibrio sujeto a una fuerza externa f(t). Escriba la posicién de la masa como una
convolucién.

Solucion: Debemos resolver la ecuacién diferencial
2" + 52 + 6z = f(t), z(0)=2(0)=0

Aplicando LT, obtenemos:
(52 +5s+ 6>X(s) —F(s) — X(s)=

Como

tenemos que
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2.5. Series de Potencias

Problema 2.32. Si f(z Z anx™, ja qué corresponde Z napx™?.

n=1 n=1

Solucién: Hay que notar que en la serie el término general estd multiplicado por una potencia
de n, esto se puede obtener derivando la serie de potencia original, pero teniendo cuidado de que
cada vez que se deriva, multiplicar la por x para recuperar un término que incluya z.

Considerando esto, para obtener esa expresion habria que derivar la serie, multiplicar por

x, luego derivar otra vez mas, multiplicar por z nuevamente, derivar por tercera y ultima vez, y
finalmente multiplicar todo por x, matematicamente se expresaria como:

z(z(ef'(2))) = &*fO (@) + 322" (2) + 2 f'(2)

Problema 2.33. Definimos la funcién de Bessel de primera especie y orden p como:

Demuestre para p = 0 que y = Jy,(z), satisface la ecuacién diferencial:

22y +xy + (22— pHy =0

Solucién: Derivamos dos veces a Jo(z) y obtenemos que:

, ce -1 nl,2n—1
Jo(z) = Z n!((n —) 1L

n=1
0 n,,.2n—2
" . (_1) xz (2n B 1)
Jole) = z_:l nl(n — 1)122n—1

Reemplazamos en la ecuacién diferencial:

, o9 2n 2(2n_1 °9 (_1)77, 2n—1 ,
* ; nln_l 192n—1 —HU;n!(n—l pon—1 T ¥ Z 222n " =0

Reordenando los términos:

°9 (_1)n$2n2n c9 (_1)n$2n c9 (_1)n$2n c9 (_1)n$2n+2 B
Z nl(n — 1)122n—1 Z nl(n — 1)122n—1 - Z nl(n — 1)122n—1 + Z (n)222n 0
n=1 " ’ n=1 ’ n=1 " ’ n=0 ’

=0
(_1)nx2n+2

2 n 2n2n ce
Z nl(n — 1)122n-1 +Z (nl)222n =0
n=0
> (_1)n+1 2n+2(2n+2) ce (_1)nx2n+2 .
> Py GO
n=0

nl(n + 1)122n+1

=0
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Para p > 0 se procede de forma analoga, teniendo cuidado con el subindice de la sumatoria al
derivar (el subindice debe ser tal que no hayan términos ™ con m < 0).

O
[e.e]
Problema 2.34. Suponiendo una solucién del tipo y = Zan:p", resuelva las siguientes ecuaciones
n=0

diferenciales:
(a) ¥ +ay =0
(b) (1—2*)y" +2y=0

() ¥y +xy' +y=0
Solucion:

o
. . / —
(a) Derivando la serie una vez, obtenemos que 3’ = g napz™ ', entonces reemplazamos en la

n=1
ecuacién diferencial y desarrollamos para igualar los exponentes de x:

o o
E na,z" ' + « g apx™ =0
n=1 n=0

o0

Z(n + Dap+t12" + « Z apx" =0 Z[(n + 1)ap+1 + aaylz” =0

n=0 n=0 n=0

Para que se cumpla esa igualdad, es necesario que todo lo que multiplica a cada z™ valga 0,
entonces obtenemos la siguiente relacién de recurrencia:

(n+ 1)ap+1 + aa, =0

Que es lo mismo que:

-
Ont1 = a
n-+ n + 1 n
De esto determinamos que el término general es:
()"
ap = ao

n!

Con esto la solucion de la ecuacion diferencial queda como:
o
_ (_a)nxn _ —ax
Yy = ag ——— =age
n!
n=0

Siendo ag una constante arbitraria.
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o0 oo
. . 3 7
(b) Si consideramos que y = g anx"™, entonces al derivar dos veces tenemos y' = g n(n —
n=0 n=2

l)anx"_z, reemplazando en la ecuacion diferencial y acomodando los términos hasta igualar
el exponente de los x:

o (©.9]
(1—2?) Z n(n —1)a,z" 2 +2 Z anz™ =0
n=2 n=0
(e.e] o0 (e.e]
Z n(n — 1)a,z™ 2 — Z n(n —1)a,x" + 2 Z apz”™ =0
n=2 n=2 n=0
(o) o (o)
Z(n +2)(n+ 1)apyox™ — Z n(n — 1)apx" + 2 Z apz" =0
n=0 n=0 n=0
o
Z[(n +2)(n+ Dant2 — n(n — 1)a, + 2a,)z" =0
n=0

Para que se cumpla esa igualdad, es necesario que todo lo que multiplica a cada z™ valga 0,
entonces obtenemos la siguiente relacién de recurrencia:

(n+2)(n+ 1apt2 — n(n — Day, + 2a, =0
Que es lo mismo que:

n:—n-—2 n—2

nt2)(n+1)"™ " nt2™m

Entonces separando para los n pares e impares, se llega a que:

apg=—ay , a4=0-a9=0 , ag=ag=0a10=---=0
I —3 Mm—3 2n—5 2n—7 3 1 (=1) -1
a = —q 1= o 0 —" 000 = 0 = O a] = a
T o417 T 2n41 2m—1 20—3 75 3 ' (2n+1)@2n—-1) '

Por lo tanto la serie correspondiente a y puede expresarse de la siguiente forma:

2n+1

(0.0
—1
=ap(l — 22) —
y=ao(l—2%) alnz:% n+)@2n-1)"
Donde ag y a; son constantes arbitrarias.

(¢) Derivando dos veces la serie obtenemos expresiones para y, v’ e y”:

(oo} o0 o
Y= g anz” ;Y = g napz™ b ;Y = E n(n — 1)a,z" >
n=0 n=1 n=2

Entonces reemplazamos en la ecuaciéon diferencial y desarrollamos:
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o0

Z (n—1)azz"™ 2+x2nanxn 1+Zan =0

n=2 n= O

o0

Z(n +2)(n + D)apga2z™ + Z nanz" + Z anz”™ =0
n=0 n=0 n=0

Para que se cumpla esa igualdad, es necesario que todo lo que multiplica a cada z™ valga 0,
entonces obtenemos la siguiente relacién de recurrencia:

(n+2)(n+ ap2+ (n+1)a, =0

Que es lo mismo que:

-1

ap4o = ——a
n+ n+2n

Separando para n par e impar, la expresion general quedaria como sigue:

(="
2.4-6---(2n)

(_1)n+1
1.3.5--2n-1)"

agn = ap (n>0) ; a1 =

Entonces la serie que representa a y seria:

v (1403

Donde ag y a; son constantes arbitrarias.

2n n+1 2n—1

)+ IZ1 e 5 ‘2n—1)

Problema 2.35. Resolver el problema con valores iniciales

'+ 2tx +2x =0
z(0) =1, 2/(0) =0

Solucién: Supongamos que existe una solucién de la forma ¢(t) del problema anterior y que
ademads su derivada se puede calcular derivando término a término la serie de término general

ant™:
o
et) = Zant”
n=0

o
o) = Z (n+ 1Dap41t"
n=0
o
Q') = > (n+2)(n+ Dangat”
n=0
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Reemplazando las series en la ecuacion, obtenemos:

oo o0 o0
(n+2)(n+ Dantat" +2>_ (n+ Danpat™ ' +2)  apt" =0
n=0 n=0 n=0
(e.e] oo o0
Z (n+2)(n+ 1)an2t™ +2 Z napt” + 2 Z ant™ =0
n=0 n=0 n=1

Razonamos de la siguiente manera: la parte izquierda de la ecuaciéon anterior es una serie de
potencias de t; el derecho, es también una serie de potencias de ¢, donde todos los coeficientes
son nulos. La tnica posibilidad de que esto ocurra es que los coeficientes de " en la serie de la
izquierda y en la derecha sean iguales. En consecuencia,

(n+2)(n + Dant2 + 2nay, + 2a, =0, (n > 0)

De la relacién anterior se obtiene que:

2ay,
n+2’

an+2 = — (n >0)

Para calcular todos los coeficientes bastard entonces conocer dos de ellos: ag y a;. Usando las
condiciones iniciales, se observa que ¢(0) = ag = 1, ¢'(0) = a3 = 0. Asi, es claro que todos los

coeficientes con sub-indices impares son nulos y si n = 2m es un coeficiente con sub-indice par,

entonces 1
a2
Gamin) =~y T Gaenen) = GO ey

>0
m+ 1 )

(m

Finalmente, la soluciéon buscada es
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2.6. Modelos y problemas fisicos

Problema 2.36. Considere el movimiento arménico amortiguado y sometido a un forzamiento pe-

riédico externo:
2" + B’ 4+ w?x = Fysin(at)

Encontrar su solucién general y la solucién a la cual tiende ésta cuando t crece (solucién periddica
estable).

Solucion:

La ecuacién caracteristica es A? + B\ 4+ w? = 0, cuyas soluciones son , por lo que

—/Bi /52 — 4?2
2

hay oscilaciones si f < 2w (es decir la parte compleja de las soluciones es no nula).
Para dicho caso, la solucién a la ecuaciéon homogénea es

Bt

yn, = (C1 cos(ot) + Cysin(ot))e” 2

VAw? — 32
5 .
Ahora suponemos una solucién particular de la forma y, = Acos(at) + Bsin(at), derivando y

reemplazando en la ecuacion, despejamos que la solucion particular es:

Donde o =

Fy

o (W2 — a2)2 + o2f3? (—apcos(at) + (w* — o) sin(at))

Luego se tiene que y = y5, + yp y al crecer ¢, y tiende a la solucién periddica y,.

Problema 2.37. Un cilindro vertical de altura h y radio R, esta cerrado por su extremidad inferior (o
base) y tiene empotrado un resorte de coeficiente de elasticidad k y largo ¢ < h en reposo. El cilindro
estd lleno de un liquido viscoso que opone un roce proporcional a la velocidad de desplazamiento en
su interior, segin una constante de proporcionalidad A.

En el instante inicial se contrae totalmente el resorte y sobre su extremidad libre, se adhiere una esfera
de masa m y radio r, siendo r < Ry r < h/2.

(a) Plantee las ecuaciones del movimiento de la esfera cuando el resorte se extiende y establezca las
condiciones para que la esfera quede oscilando dentro del cilindro.

(b) {Qué relacién deben cumplir las constantes m, h, k, \, r, Ry ¢ para que la esfera aflore apenas
fuera del cilindro al extenderse el resorte? (Lo anterior significa que sélo un punto de la esfera
alcanza la superficie del liquido).

Solucion:

(a) Colocando el origen de coordenadas en la base del cilindro, llamamos z(t) a la posicién de
la extremidad superior del resorte. Segin la segunda ley de Newton obtenemos

ma’ =k(l —z) —mg—X2’ ; x(0)=0 ; 2'(0)=0
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Es decir, el problema con valores iniciales a resolver es:
-
z(0) =0
2'(0) =0

La ecuacion caracteristica correspondiente a la ecuacién homogénea es:

Ak
s+ =s+—=0
m m

Para que exista un comportamiento oscilatorio, es necesario y suficiente que las raices sean
complejas conjugadas lo que significa que:

AN\ k
A= () —4— <0
m m
Lo que vendria a ser la condicién para que la esfera oscile dentro del cilindro. ]

Para continuar, bajo las condiciones anteriores, la solucién general de la ecuacién de movi-
miento se escribe como:

o(t) = e~ am! {01 cos <\/;7A ) + Cysin <\/;7A )] + (1)

Por simple inspeccién podemos notar que ¢, = £ —mg/k. Utilizando las condiciones iniciales
se llega a la solucién de la ecuacion, la cual es:

olt) = (£ %) [1 — e mml <cos <\/;7At> + m\/Aﬁ sin (\/?t»]

Notamos que la derivada de esta funcion es:

2 _ V=
¢'(t) = A= 2hm < - @> e~ 2’ sin 7At
m2v/—A k 2

Esta derivada se anula en todos los puntos t de la forma t, = 2n7/y/—A, con n € Z. Para
que la esfera aflore segtin las condiciones del problema, se debe cumplir para T' = 27 /v/—A.
Entonces:

{ o(T)=h-2r
¢'(T) =0

La segunda condicién es obvia dada la eleccién de T', pero de la primera condicion podemos
obtener la siguiente relacién:

@(T)z( —%) {1—6_ﬁT} =h—2r

Es decir la condicién que deben cumplir los parametros del problema es:

h — 2r mg
== 5
1—6_ﬁT+ k O
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Problema 2.38. Se dispone de un plano inclinado cuya longitud total es L y que forma un angulo 6
con respecto a la horizontal. En el vértice de ese angulo se ha colocado un tubo que reposa sobre el
plano inclinado y contiene un resorte empotrado por su extremidad inferior, de largo £ y coeficiente
de elasticidad lineal £k = 1. En el instante inicial el resorte estd completamente comprimido y sostiene
una esfera de masa m = 1 en su extremidad libre. Tomamos como origen de coordenadas la posicion
del centro de masa de la esfera en ese momento (resorte completamente comprimido). Se suelta la
esfera y es empujada hacia arriba por el plano debido a la accién del resorte. Un tope puesto en el
tubo impide que el resorte se estire en una magnitud superior a ¢. Llame z(t) a la posicién del centro
de masa de la esfera en el instante t.

(a) Plantear las ecuaciones del movimiento en ausencia de roce. Establezca una primera condicién
entre las magnitudes ¢ y 6 para que la esfera avance empujada por el resorte.

(b) Determinar el tiempo T necesario para que la esfera se despegue del resorte.

(c) ¢Qué relacién deben cumplir ¢, 6 y L para que la esfera, separdndose del resorte, alcance en su
movimiento la extremidad superior del plano inclinado y caiga verticalmente enseguida?

Solucion:

(a) Llamamos T} el tiempo en que la esfera se despega del resorte, T3 el tiempo en que alcanza
el borde superior del plano y empieza su caida libre. Tenemos dos situaciones distintas:

(i) Para 0 < t < T, las fuerzas que actiian son las del resorte y la componente del peso
mgsin(6) en la direccién del plano, orientada hacia abajo. Teniendo en cuenta los valores
de las constantes, la ecuacién de Newton se escribe:

2" =1x ({ —z)— gsin(9)
Tenemos entonces un primer problema con valores iniciales:

2 +x=10— gsin(f)
z(0) =0
2'(0) =0

Llamando A = ¢ — gsin(f), para que la esfera avance, es necesario que A < 0. Es decir,
se debe cumplir la condicién:
¢ —gsin(0) <0

Esta condicion se supone satisfecha en lo que sigue y, como 6 debe ser un angulo del
primer cuadrante, debe cumplir que:

0 < arcsin <€>
g

(ii) Para T1 <t < Tb, sélo actia la fuerza —gsin(€), luego se tiene el problema con valores
iniciales:
z = —gsin(0)

2(Ty) = 2/'(Th)—

Donde z/(T7)— es la velocidad del mévil que se calcula al llegar a T} usando la ecuacién
anterior.
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(b)

O]

Procedemos a resolver el primer problema con valores iniciales. Dado que la ecuacién ca-
racteristica de la ecuacién homogénea es A2 + 1 = 0, la solucién general de la ecuacién
homogénea es de la forma:

yp = cpcost + cosint + A

Y una solucién particular de la no homogénea es facil de obtener por inspeccién: basta
reemplazar la constante A. Luego la solucién general se escribe en la forma

©(t) = 1 cost + casint
Luego, usando las condiciones iniciales se encuentra ¢; = —A, co = 0, de modo que

p(t) = A(1 — cos(t))

Es la solucién al primer problema de valores iniciales.
Para encontrar 77 hacemos ¢(77) = ¢ obteniendo:

14
Ty = arc cos (1 — A)

Noétese que la velocidad en ese tiempo es entonces

¢ (Th) = Asin(Ty) = \/£% — 2Lgsin(0) 0

Resolvamos ahora el segundo problema con valores iniciales. Notese que para que la esfera
siga avanzando después del tiempo T} se necesita que su velocidad en ese instante sea estric-
tamente positiva, es decir, usando el cdlculo final de la pregunta anterior, se debe cumplir la
condicién

%2 — 2(gsin(d) > 0

Teniendo en cuenta la restriccion que ya teniamos en 6, nos lleva a:

n(3;)
0 < arcsin [ —
2g

Enseguida, usando las condiciones iniciales e integrando dos veces se tiene:

t2 — T2

o(t) = (—gsin(0)) + /02— 20gsin(0)(t —T1) + £

Para que se alcance el borde del plano y luego la esfera caiga libremente, es necesario y
suficiente que p(T2) = L y ¢'(T2) = 0. Es decir, se tiene el sistema de ecuaciones:

2 _

: T3 — T¢ .
(—g &n(G))T + /02 —20gsin(0)(To —T1) =L —¢
—gsin(0)Ty + /02 — 2Lgsin(0) =0

02 — 20gsin(6)
gsin(6)

Con ello obtenemos:

15 =
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Y reemplazando los valores de 11 y 15 en la primera ecuacién del sistema se tiene la tercera
condicion, que junto a las anteriores deben ser satisfechas para que la esfera llegue al borde
del plano y caiga libremente siguiendo una vertical:

0% — 20gsin(0) s gsin(6) cos] gsin(6) 2
gsin(0) 2 gsin(f) — ¢
5 - 1 gsin(6
+ /0% — 2{gsin(0) cos (—g Sn(0) — ¢

O]
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Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

3.1. Sistemas de coeficientes constantes

Problema 3.1. Demuestre que la solucién del sistema 7’ = AT + f, Z(0) = &y, donde A es matriz de

coeficientes constantes, esta dada por:
t —
Z = ey + eAt/ e~ AT f(r)dr
0
donde:

o0 1
At _ kk
= g —k!A t
k=0

Solucién: Para ello note que:

(e.9]

dAt_ool k k:—l_oo 1 ki k—1 __ 1 k+14k
@t _kzok!Akt _;(k—m’“ =D AT

k=0
Luego notemos que si derivamos nuestra solucion:

t
7 = AeMFy + Aet / e~ AT F(1)dr + et (e A f (1))
0

= Ae?ty + AeAt/ —AT F(r)dT + f(¢)
0

—A<e Ty + e /t _ATf(TdT)+ F(t)
0

—

= AZ+ f(t)

= Aedt

O

Observacion: Este resultado es muy importante en el caso que la matriz A sea nilpotente, es decir
que para algun n se cumple A™ = 0 y por ende para todo m > n también se tiene que A™ = 0.

At e puede calcular simplemente sumando:

-1
Z |
Pt k!

Asi la matriz e
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En general en los tipicos ejemplos se hace 0 para n = 3 y por ende:
At L 2,2
et =1+ At + §A t
cosa muy rapida de calcular en las pruebas para una matriz 2 X 2 o 3 x 3.

Problema 3.2. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

y = y+2x+cost
¥ = 2y+x+sint

con condiciones iniciales y(0) = 0, z(0) = 0.

Solucién: Sean X (s) = L{z(t)}, Y(s) = L{y(¢)}. Entonces, aplicando la transformada a cada
ecuacion:

s
y =y + 2x + cos (t) — sY (s) —y(0) = Y(s) +2X(s) + 1
1

' =2y + x + sin (¢) — sX(s) —x(0) = X(s) +2Y(s) + 1

Reemplazando las condiciones iniciales y reescribiendo el sistema en su forma matricial,

s
1-s 2 Y (s) g
2 1—s X(s) 1
s2+1
Empleando la Regla de Crammer,
3s—1 s?—s+2

X(s) = A Y(s) =

(s24+1)(s—3)(s+1) (s24+1)(s—3)(s+1)

El resto del problema consiste en obtener las transformadas inversas de estas funciones. Para ello,
por la linealidad de LT, basta obtener las transformadas inversas de las siguientes tres funciones:

82
fit) = L {(82 +1)(s=3)(s+ 1)}

fQ(t)ZE_l{(32+1)(s—3)(s+1)}
- 1
f3(t) =L 1{(S2+1)(5_3)(5+1)}
= Para f1(1),
_ 52 _as+b ¢ d -1/10s+1/5  9/40 1/8
Fl(s)_(s2+1)(s—3)(s+1)_s2+1+s—3 s+1 241 s—3 s+l

1 1 9 1
i) = =T cos (t) + R sin (t) + 0 o3t _ = ot
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s as+b c d -1/5s—1/10 3/40 1/8
Fo(s) = _ _
2(5) (s2+1)(s—3)(s+1) 82+1+S—3+8+1 s2+1 Jrs—3+s—i—1
1 1 1
o fa(t) = —g cos (t) — 10 sin (t) + 4% et + 3 et
- Para fi (1),
1 as+b ¢ d  1/10s—1/5 1/40 1/8
F = = = _
3(5) (s2+1)(s—3)(s+1) 32+1+s—3+s+1 s2+1 t5 3 s+1
fo(t) = — cos(t) — = sin(t)+ — ¥ — = ot
10 ) 40 8

Problema 3.3. Encuentre la solucién general del sistema:

g o= x+3y+t
y = 3x+y—2e?

Solucién: El problema es equivalente a

—

con & = (z,y)7, f = (t?,-2¢7*)T y

A=(57)

Para resolver el problema intentaremos diagonalizar la matriz para desacoplar el sistema. Nece-
sitamos encontrar los valores propios; estos se encuentran resolviendo el polinomio caracteristico

dado por |[A — M| = 0. Ast:

!A—Mlz' 1-x 3

3 1-A ‘:(1_A>2—9=(A—4)(A+2):0

De donde es claro que sus valores propios son A\; = 4 y Ao = —2. La matriz es diagonal entonces
solo necesitamos encontrar sus vectores propios. Para A\; ponemos vy = (a,b)’:

Avy = Mvy — a+3b=4a N 3a+b=4b
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La solucién mas simple es tomar v; = (1,1)7, por otra parte para As = —2 ponemos vs = (¢, d)”
y tenemos:
Avg = Aoy — ¢+3d=—-2¢c N 3c+d=—-2d

la solucién mas simple es tomar v3 = (1, —1)7 con esto construimos la matriz de vectores propios:

1 1
v=(14)
y como A = VDV~!y D = V-1AV, el problema anterior es equivalente a @’ = VDV 1% 4 f,
luego es claro que el cambio de variables (obviando los simbolos de vectores) @ = V! nos deja:

W =Vl =V YAz + f) = VI VDV Wu+ f) =|Du+ Vi f =

Estamos casi listos, pues calculando

el problema queda como sigue:

/ t* —2t
uy = 4ug + 5 €
2
uh = —2ug+ 5+ e 2t

Estos son problemas lineales que se resuelven con los métodos de factor integrante. Resolviendo
obtenemos simplemente & = V' con lo que la solucién queda:

7 2 5t 1
C 4t C =21 b oY 4t —2t
(:c(t)> 1€ + Cae +64+8 16+ 6+ e

y(t) 2
9 3t 3t 1
4t —2t —2¢
_ L2 ¢
Cre Cae o1 + 16 3 + (6 ) e

Problema 3.4. Consideremos el sistema de masas m; = mo = lkg y de resortes cuyas constantes
de restitucién son ki, ko y ks con valores 1 N/m, 4 N/m, 1 N/m repectivamente, como en la figura
siguiente:

‘klmlkﬂm‘lkz‘
‘mlﬁ.mgm‘

Determine las posiciones x1(t), x2(t) de las masas m; y mg respectivamente, con respecto a sus posi-
ciones de equilibrio para datos iniciales arbitrarios, considere que los resortes se comportan de manera
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ideal y que las masas son puntuales.

Solucién: Utilizando la segunda ley de Newton, obtenemos las ecuaciones de movimiento, las que
son:

{ mizy(t) = —k1z1(t) + ka2(22(t) — 21(t))
mawy(t) = —ka(x2(t) — 21(t)) — ksza(t)

Entonces reemplazamos los valores nimericos para obtener un sistema de la forma 7’/ = KZ,

donde se tiene que:
= . l‘l(t) i . —5 4
x(t)_<l‘2(t)> ’ K_< 4 —5>

Para resolver este problema, diagonalizamos la matriz K, entonces buscamos sus valores propios,
los que son A\; = —1 y As = —9, mientras que los vectores propios pi y p2 son:

r=(1) s a=(4)

Recordamos de Algebra Lineal que si una matriz A es diagonalizable, entonces se cumple que
A = PDP~! donde D es una matriz diagonal cuyos coeficientes son los valores propios de A
mientras que P es una matriz invertible cuyas columnas son los vectores propios de A.

11 >, con ello se

Por lo tanto para este problema, podemos definir ¥ = P~'%#, donde P = ( 11

obtiene que ¥(t) satisface el sistema:

Cuya solucion general es:

y1(t) = Cricos(t) + Crasin(t) ;  ya(t) = Ca1 cos(3t) + Ca o sin(3t)

Donde Cj ; corresponden a las constantes arbitrarias dadas por las condiciones iniciales, ya que
Z(t) = Py(t), la solucién general del problema corresponde a:

f(t) e (01,1 COS(t) aF 01’2 sin(t)) p1+ (0271 COS(3t> aF 02’2 Sin(st))ﬁz

De allf se concluye que los C; ; estén relacionados con las condiciones iniciales por:
" 011+021> i <012+3021>
Z(0) = ’ ’ ;0 2(0) = ’ ’
(0) ( Ci1— Ca (0) Ci2—3C52
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Problema 3.5. Resuelva el sistema: ' = -5z + 2y, v = —6x+ 2y

Solucion: El sistema lo podemos escribir matricialmente como:

2\ (-5 2 T
y ) \ -6 2 y
El polinomio caracteristico de la matriz es
PA) =det(A—A)=(A+1)(A+2)

Asi, los valores propios son Ay = —1 y As = —2. Los vectores propios para A satisfacen:

(% 3)(5)=(3) = ==(3)

Los vectores propios para Ao satisfacen:

(% 2)0)=-(5) = ==(s0)

La solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales es:
x(t) \ _ 1 —t 1 —2t
<y<t>>‘61<2>e +02<3/2)e

3
zt)=c et +ce ™ A y(t) = 2c1 et + ¢

2
o2t
2

Problema 3.6. Determine las soluciones de:

(1 1),
ad \-11)"

Solucién: El sistema lo podemos escribir matricialmente como:
'\ 1 1 %z
y ) \-11 y
El polinomio caracteristico de la matriz es
P()\) = det(A — AI) = A2 — 2\ + 2
Asi, los valores propios son Ay = 1417y Ao = 1 — 4. Los vectores propios para A satisfacen:
—i 1 a (0 . 5= 1
-1 —i)J\{bo )" \o e

Por tanto,



La solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales es:

< zég > — ( ; >e(l+i)t +CQ( ~ >e(1—i>t

(20) =ar( m® Y (i)

con di = ¢1 + ¢a, do = i(c1 — c2). Notar que:

Re {1716)‘”} = Re {1726)\2t} - ( —etetcslsrfg) )

t
T {1—]»16)\175} — _Im {1—]'26)\275} _ < etC'OS(t) >
e’ sin(t)

0 equivalentemente,

Problema 3.7. Obtenga una solucién particular para el sistema:

¥ = 4dx+y+e

y = 6rx—y—eé

que satisfaga las condiciones iniciales z(0) = y(0) = 0.
Solucién: El sistema se puede reescribir en notaciéon matricial como:

()= 2) () (%)

Para la matriz cuadrada, determinamos los valores y vectores propios para diagonalizarla. Al
obtener el polinomio caracteristico de la matriz, se tiene que \; = —2 y A\a = 5. Igual que antes,
determinamos los vectores propios calculando el kernel de las matrices A — A\;I. Asi,

(%) + we()
v=(% 1) 2=(7 5)

entonces el sistema puede escribirse como:

(7)=r2(5)+ (%)

y v
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el sistema se puede desacoplar:

()= (L) (L) = (5)=2() (%)

i (8 ) - (4 )

El sistema queda como sigue:

'\ [ —2u n 2et /T . u = —2u+2e'/7
(U R N et /7 v’ = bv +5et /7
Resolvemos ambas ecuaciones por separado:

» Por la linealidad de la ecuacién para u(t), utilizamos un factor integrante. Con ello,

2
u(t) = iet + Cre

= [gual que en el caso anterior, empleamos un factor integrante para determinar la solucién de

la ecuacion. =
v(t) = —==e’ 4 Cpe™

28

Regresando a las variables originales,
—e! /12 4 Cre™ 2 4 Coe®

T\ 1 1 u o\ U+ v .
y )] \ -6 1 v ]\ —6ut+v )\ —3e'/4—6C1e % + Cye’
Aplicando las condiciones iniciales, obtenemos un sistema para las constantes:

1/12 1\ 1 1 Cy _ 2 _ 9
(3/4>_<—6 1)(02) — GEmg N GEgg
Con lo cual la solucién particular del sistema es:

—et/12 — 2e72 /21 + 5e5 /28

( zg; ) - < —3e! /4 + 12721 /21 + 5¢7 /28 >

Problema 3.8. Resuelva, mediante el método de valores propios,
d (-4 4 .
i\ -9 8 )7

Solucién: El polinomio caracteristico de la matriz es

P(\) =det(A— M) = X2 —4)\+4
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Asi, los valores propios son A = 2. Los vectores propios para A satisfacen:
—6 4 a\ (0 g = 2
-9 6 b )\ o 73
Para determinar v, aplicamos la Forma 1 y resolvemos
—6 4 c\ (2 b= 1
-9 6 d)  \'3 27\ 2
que es una posible solucién, entre infinitas. Si aplicamos la Forma 2, resolvemos
2
—6 4 c\) (00 c\ (2
-9 6 d) \0 0 d) \ 3
Entonces, ¥ es cualquier vector de R? que no sea multiplo de #;. Por ejemplo, podemos usar

T=(0 1)" Asi,
s (33)(2)-(2)

Por lo tanto, la solucién del sistema es:
2
)€2t+02 ( 3 )teZt

f(t)201<§>62t+02<
:E'(t):d1<g>e2t+d2<?>e2t+d2(g>t62t

Problema 3.9. Considere un sistema de 3 tanques con una mezcla homogénea de sal con agua. Denote
por x;, V; la cantidad de sal y el volumen de agua de cada tanque respectivamente. Al primer tanque
entran 10 [L/s] de agua fresca; éste conduce 10 [L/s] al segundo tanque. Este otro estanque libera
10 [L/s] al tercero, y se extraen 10 [L/s] de este tltimo.

N =

o bien

i 10[1/s] 10[i/s] T

r1(t) x9(t) as(t)

Vi(t) Va() Va(t)
—> —

1()[[’/5‘] ll][["/s]

Resuelva la concentracién de sal en el tercer tanque pasados 5 minutos. Resuelva la concentracion del
segundo tanque en el momento en que el tercero se vacia.
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Solucién: Sea x(t) la cantidad de sal en el tanque k—ésimo en un tiempo ¢. La ecuacién que
modela el proceso es conocida desde el inicio del curso:

dx
dt

' l
= (ﬂujo que 6ntra)-(concentraci6n de 6ntmda)f flujo que sale x(t) = riciflm(t)
volumen del tanque

con V(t) = Vo + (r; — ro)t. Aplicdndola a cada tanque, tenemos que:

X ! e
1 = 5
3
! Z x2
2 = 5 T 4
3 6
/ Hip) 3
T3 = — — —=
6 3

Como el sistema estd parcialmente desacoplado, resolvemos primero para xi(t) por variables se-
paradas:
z1(t) = Ay e7t/3

Reemplazamos esta ecuacién y resolvemos para xs(t) con el uso de factor integrante:
X9 (t) =24, €_t/3 + Ao e_t/G
Finalmente, reemplazamos en la ecuacién asociada a x3(t):

A
.Q?g(t) = —?1 te_t/?’ + Ao e_t/ﬁ + Az e_t/?’

Aplicamos las condiciones iniciales para obtener un sistema algebraico asociado a las constantes:

400 1 0 0 A A = 400
200 ) =1 -2 1 O As — Ay = 1000
100 0 1 1 As Az = —900

La concentracién la obtenemos dividiendo por 60, el volumen de liquido del tercer tanque. Los

demads reemplazos y calculos quedan propuestos al lector.
Ol

Problema 3.10. Obtenga la solucién general de las ecuaciones de movimiento para los dos cuerpos
de la figura:

W PW m

Solucion: Las ecuaciones de movimiento consideran el desplazamiento horizontal de cada cuerpo
a la derecha desde la posicién de equilibrio. Para el primer cuerpo, éstas se obtienen como sigue:

= Siel cuerpo 1 se desplaza z; unidades hacia la derecha, entonces el primer resorte ejercerd una
fuerza de magnitud kz; en la direccién contraria al movimiento.
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= Si el cuerpo 1 se desplaza 1 unidades hacia la derecha, entonces el cuerpo 2 se desplazard en
x9 unidades hacia la misma direccién. Asi, el resorte intermedio se habra contraido/expandido
en 1 — x2 unidades, y por tanto ejercerd una fuerza de magnitud k(z; — x2) sobre el cuerpo
1 en la direccién contraria al movimiento.

= Finalmente,
mz1"” = —kx1 — k(z1 — 22) = —2kx1 + k2o

El mismo proceso, aplicado al cuerpo 2, nos dara la segunda ecuacién de movimiento:
maxy’ = kx, — 2kxa

Escribimos matricialmente nuestro sistema de ecuaciones:

.1‘1// . —2k k I
m " ) k. =2k 9

Como k > 0, los valores y vectores propios del sistema son:

)\1:—k,_'1:<1> VAN /\2:—3k,172:<_11>
z1" 1
m( ', ) =vDV
xr9 Z2

con V, D las matrices de vectores y valores propios, respectivamente. Hacemos el cambio de varia-

bles ¥ = V¢, y con ello:
"
(3)-(3)
Y2 Y2

Hemos desacoplado el sistema de ecuaciones,

Asi,

"

my” = —ky . y1(t) Acos(y/k/m t) + Bsin(y/k/m t)
"

mys” = —3kyso ya2(t) = Ccos(/3k/mt)+ Dsiny/3k/m t

Ahora, se obtiene la solucién para & (que son las variables de interés), recordando que el cambio
de variables hecho anteriormente fue:

()-( () (5
T2 I -1 Y2 Y1 — Y2
que es la solucién general del sistema. En un problema de valores iniciales, las cuatro constantes

se determinan de cuatro ecuaciones, que estan dadas por las posiciones y velocidades iniciales de

cada uno de los cuerpos.
O

Problema 3.11. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales:

¥ = —y+3z
y = —2x+4+y+3z
2 = —2x—y+52
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(a) Determine una matriz fundamental para este sistema.
(b) Halle la matriz exponencial asociada al sistema.

(c) Resuelva el sistema para las siguientes condiciones iniciales: z(0) =1, y(0) =1, 2z(0) = 0.

Solucion:

(a) El sistema es equivalente a

0 -1 3
x' = Ax = -2 1 3 |x
-2 -1 5

Para calcular la matriz fundamental necesitamos obtener los vectores propios de la matriz
A, para ello necesitamos encontrar los valores propios dados por la ecuacién

A= M| =(2-X)32=0

entonces su valor propio es A = 2. Calculamos sus vectores propios asociados calculando el

ker.
-2 -1 3 -2 -1 3
ker(A —2I) — -2 -1 3 |~ 0 0 O
-2 -1 3 0O 0 O
Luego la ecuaciéon —2a — b + 3¢ = 0 puede resolverse si imponemos c =0 —a =1, b = —2

y si imponemos b =0 — a =3, ¢ =2 y por lo tanto tenemos 2 vectores LI:
v = (1,-2,000 A vy =(3,0,2)T

Para encontrar la matriz fundamental necesitamos un tercer vector generalizado. Para ello
se utiliza el siguiente método:
i. Encontramos un vector v3 en el ker de la matriz (A — \I)?

ii. Recalculamos un vector propio anterior vs ya que el nuevo es generalizado con la formula
Vo = (A — 21 )U3

Luego v; debe ser LI con vs.

iii. La matriz fundamental tendrd de columnas [v; w2 w3 + vot] por su respectiva expo-
nencial.

Luego para este problema
ker(A — 2I)? — Oy

donde 0, representa la matriz de puros ceros de 3 x 3. Un vector en ese ker puede ser el vector
v3 = (0,0,1)7 con lo recalculamos vy = (A — 2I)vz = (3,3,3)7. Asi la matriz fundamental
esta dada por:

1 3 3t
d(t)y=e*| -2 3 3t
0 3 1+3t
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(b) Calculamos la matriz exponencial de la siguiente forma:

Notemos que

30
®0)=[ -2 3 0
31

Para calcular su inversa vamos a utilizar la férmula

_ 1 :
A lzmAdj[A]

por lo que calculamos la matriz adjunta. Con lo que si notamos que |®(0)| =9 y que

3 =3 0
Adji[e(O)]=( 2 1 0
-6 -3 9

y asi
) 1-2t —t 3t
el =o(t)= Adj[®(0)) =€ | -2t 1-t 3t

9
—2t —t 1+ 3t 0
(c) La solucién esta dada por
x(t) = ®(t)c
pero
c=®(0)! x(0)
y por lo tanto:
1-2t —t 3t =2
X(t) = eAtx(O) = th —2t 1—¢ 3t 1 _ e?t B
ot —t 143t 0 ¢ -

Problema 3.12. Sea:

a
A=1 0
0
Calcular et que sea solucién a la ecuacién X' = AX.
Solucién: La idea de este problema es calcular la exponencial por medio de su serie:

o 1
At _ kk
et = g —k!A t
k=0

Pero para hacer esto vamos separar la matriz en una identidad mas una nilpotente, de la siguiente
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forma:s:
a 0 0 0 b c
A= 0 a 0 |+ 0 0 b | =al3+B
0 0 a 0 0 0
y podemos aprovecharnos de la propiedad de la exponencial

si las matrices S’y T conmutan. En este caso si conmutaran pues toda matriz conmuta con la
identidad.

Calcular e®/3! es muy simple, pues consiste en simplemente:

et 0 0 100
et=1 0 e 0 |=e®| 0 1 0 | =e"I;
0 0 e 00 1

0 0 b 0 00
B =100 0 AN B=|000 | — B"=0)Vn>3
00 0 000
por lo que
p 1 bt ot + 22
eBt_I+Bt+7 0 1 bt
0 0 1
Finalmente:
1 bt ct+ 22
et =eLeBt = | o 1 bt
0 0 1

—Y

e1)=;

-—1)z+ -y

p p
0 =1

(0 1)
P

P
con lo que su ecuacién caracteristica dada por |A — AI| = 0:

(]2 G

>:0—>p)\2—)\+(1—p):0
p p

Solucion: La matriz asociada es:
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asi, sus valores propios son:

N = 1++/1—4p(1—p) _ 1++/1—4p+4p21+/(2p—1)2 _1£(@2p-1)
- 2p n 2p 2p - 2p

Por lo tanto distinguimos 2 casos:

(a) Sip# 1/2. En este caso existen 2 valores propios distintos entre si, dados por:
AMM=1 A Xg=--1

Asi la matriz:

A—)\I =

1_41 1_4
p p

tiene como vector propio #; = (1,—1)T pues A%} = A\, mientras que por otro lado la

matriz:
IR
p
A— )Xol =
1_1 1
p

T
tiene como vector propio vp = <1, 1-— %) . Asi la solucién al problema en este caso es:

1_
Cret + Cyels )"
E(t) = 1Mty + Coe?'i =

~Cret+C, (1-1) 1)

(b) Sip=1/2 tenemos un unico valor propio dado por A = 1, que también era valor propio del
caso anterior con vector propio #; = (1, —1)7. En este caso al ser un sistema 2 x 2 la solucién
estard dada por:

#(t) = CreMvi + Coe (U + ti)

En este caso vy debe estar en el:

e 00
ker(A — \I) —>ker(0 0)

Luego cualquier vector esta en ese ker, por lo que escogemos v = (—1, O)T que es LI con v
y tenemos entonces:

_ t
T(t) = Cre'ty + Coel (v + tvy) = ( (C1 = Ca+ Cat)e )

(-Cy — Cgt)et
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Problema 3.14. Calcule A si:

2¢2t _ ot o2t _ ot el _ 2t
oAt — o2t _ ot 9¢2t _ ot ol _ o2t

3e2t — 3et 3e2t — 3¢t 3et — 2%t

Como e es matriz fundamental que cumple ®'(t) =

= A®(t) — ®'(t)®@ (t) = A. Por lo que
evaluando en t = 0 y notando que e4? =T — (6‘40)*1 =e A0 =7

d 4e?t — et 202t — gt et — 22t 3 1 -1
A= %eAt = 2e%t — et 4e? — et el — 2% = 1 3 —1
t=0 6eZt — 3¢t 6e2t — 3et 3t — 4e2t t=0 3 3 -1
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3.2. Variacion de Parametros

Problema 3.15. Resuelva 2’/ = 3x — y + 4e*, ¢/ = —x + 3y + 4e*, 2(0) = 1, y(0) = 1:

Solucion:

—

Tenemos un sistema de la forma @ = Az + f(t), donde se tiene que:

3 -1 = 4e?
A= ; t) =
( _1 3 > Y f( ) ( 4€4t >
Lo primero que hacemos es buscar una solucién #j, a la ecuacién homogenea 7’ = Az, para esto

buscamos la matriz fundamental ®(¢) buscando los valores y vectores propios de la matriz. Notamos
que los valores propios con A\; = 2 y A9 = 4, los vectores propios que les corresponden son:

i=(1) +w=(4)

De esto es inmediato que:

Lo que significa:

. 62t e4t C
Tp(t) = < e2t At ) ( C; )

Ahora para encontrar la solucién particular Z,, tenemos que resolver ®(t) ft'; &~ 1(z) f(x)dx, en-
tonces invertimos la matriz ®(t) (recuerde la matriz adjunta), de donde tenemos:

Con lo que se tiene que el integrando es:

@i -2( 7))

Para evaluar la integral usamos ty = 0, ya que nos conviene para las condiciones iniciales que
tenemos, con lo que se tiene:

t t 2 2t
N 14e [ 2+e—1
/t;) P (.CL') (l’)dﬂ? - 2/t0 < e*Qw -1 dr = _6727& +1—92t
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Con esto se tiene que la solucién particular corresponde a:

. e et 2t + et — 1
Tp(t) = o2t _odt —e72 4] _9¢

Usando las condiciones iniciales se tiene que C; = 1 y Cy = 0, por lo que la solucién del sistema
de edos es:

€2t 64t 1 6215 64t 2 + 62t -1
T(t) = ( Q2 it > ( 0 ) + < o2t _pdt ) < S >

_ 2tet 4 2ett — 2t _ et
- 2te?t 4 e2t 4 otett

Problema 3.16. Mediante variaciéon de parametros, resuelva:

¥ = 3r—y+7
Yy = 9r—-3y+5

con las siguientes condiciones iniciales: z(0) = 3 e y(0) = 5.

=(55) =(5)

Comenzamos por encontrar una matriz fundamental. Recordemos que en el caso de 2 x 2, el
polinomio caracteristico viene dado por:

Solucién: Sean:

A2 — Tr(A) + det(A) =0

Como en este caso, Tr(A) = det(A) = 0, A = 0 es valor propio con multiplicidad igual a dos.
Hallamos los vectores propios asociados:
S (1
R

Notamos que (A —0-1)2 = 0, y por tanto el vector propio generalizado es cualquier vector en R?
tal que no sea muiltiplo de #;. En particular:

@:(?) s 171:A172:<:;)

Una matriz fundamental del sistema es:

106



Buscamos la exponencial del sistema:

®(0) = < :; (1) ) — o0) = < :; (1’ ) A a)(0) = (

Calculamos la soluciéon homogénea:

o e (13t ¢ 7\ _ [ 7—16t
f(r)=e b‘( —ot 143t J\ 5 )"\ 548t
7t — 8t
T>d7—_<5t—24t2>

Y Atan [ TE+8E
e g(t)_<5t+24t2>

3+ 11t + 8¢t2
5+ 17t + 24¢2

Q
—~
~
S~—

I
O\

2,
Al

Y la solucién final es:
B\W) = dip, 4F By = <

Problema 3.17. Hallar funciones z(t),y(t), z(t) tales que (0) = y(0) = 2(0) =1y

/

r = z+4+2y+3z
y = y+2z
2 = z+eél
Solucién: Sean:
1 2 3 0
A=o0 1 2], bt)y=| 0
0 0 1 et

La solucién general estard dada por:
#(t) = ey + eAt/ e~ Ab(7) dr
0

Si escribimos

1 0 0 0 2 3
A= 01 0 )]+ 00 2 |=I+2B
0 0 1 0 0 0
tenemos que gt = gltgBt — otBt y, por su parte,
0 0 4
B*=(000 |, B=0
0 0 O
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por lo cual:

2 1 2t 3t+42t2
eBt:]H—Bt—i—BE: 0 1 2t
0 0 1
de donde obtenemos que
1 2t 3t+ 2t 1 1+ 5t + 2¢
Aty =€t 0 1 2t 1 | =¢ 1+2¢ =T
0 0 1 1 1
Asi, la solucién particular es
; . 312 + 243
iy = eAt/ e~ A7b(7) dr = €t t?
0
t

Problema 3.18. Resuelva las ecuaciones de movimiento para el sistema de dos masas unidas por
resortes, considerando que la pared de la derecha tiene un desplazamiento de su posicién inicial dado
por A cos(wt):

k k k

AA AAA

WYy Wy g m

Solucién: Primero, escribamos las ecuaciones de movimiento:
mz” = 2kr+ky A my’ =kx— 2ky+ kAcos(wt)

Se nota que el sistema es similar al del Problema 3.10, pero tiene un término que hace del
sistema un del tipo no homogéneo:

) - ~ 0
mz" = AZ+b(t),  b(t)= ( kA cos(wt) >

Utilizando la diagonalizacion de A realizada en dicha oportunidad, y haciendo el cambio de varia-
bles & = VZ, la ecuacién se reescribe como:

) . _ ~ L o 1 kA cos(wt)
" _ W — 1 L = =
mVy" =VDy+bt) — my" =Dy+V " b(t), V7Ub(t) = 9 < —kA cos(wt) >

El sistema de ecuaciones, ahora desacoplado, queda como:

<D2 + w02)y1 = wo’kA cos(wt) /2 A <D2 + 3w02>y2 = —wp’kAcos(wt)/2
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con wp? = k/m. Estas ecuaciones pueden resolverse utilizando coeficientes indeterminados. El
aniquilador del lado derecho de ambas ecuaciones es (D? + w?). Teniendo esto, se procede a
resolver ambas ecuaciones por separado. Partimos con y;:

(D2 + w02> (D2 + w2> y1 =0
La solucién de la ecuaciéon homogénea es:
11" = Acos(wot) + Bsin(wot)

Para la solucion particular, distinguimos dos casos:

= Caso a. Si w # wy, la solucién particular es:
Y17 = ¢1 cos(wt) + co sin(wt)
Reemplazando en la EDO, y aplicando coeficientes indeterminados se obtiene que:

2
wo kA
“ 2(wo? — w?) “

= Caso b. Si w = wyp,

b

1P’ = eyt cos(wt) + ¢g sin(wt)

Igualando coeficientes en la EDO,

wkA
(31:0 /\CQZT

La solucién particular es entonces

yiP = ylp’z , W# wo
P, w=uwp

Para la segunda ecuacién, el proceso (que es equivalente al anterior) se deja propuesto al lector.
La solucién del sistema es entonces:

=y +u" Ay =P + "

Al igual que en el ejercicio de la ayudantia anterior, las soluciones originales x,y se obtienen

recordando que Z=V4: z =y1 + y2, Yy = y1 — Y. =

Problema 3.19. Considerar el sistema

Donde la matriz A tiene la forma



(a) Demuestre que la solucién general de este sistema se escribe de la forma:
- At L. -
Tp(t) = e | cos(wt)Ia + — sin(wt)J, | ¢
w

Donde ¢ es un vector constante que depende de las condiciones iniciales, Is es la matriz identidad
de 2 X 2, y J,, es una matriz de la forma:

0 1
= (o)

(b) Usando el resultado anterior, resuelva inmediatamente la ecuacién no homdégenea de la forma:

7 = AZ + b(t)

Donde se tiene que la parte no homogénea de la ecuacién corresponde a:
- sin(wt)
b(t) =
®) ( w cos(wt) >

Solucion:

(a) Notamos que A = Al + J,, es decir, la suma de dos matrices que conmutan, por lo tanto
Vt € R, se tiene que:

eAt — e)\tert

Entonces calculamos las potencias de J,, para asi usar la serie exponencial, para ello basta
notar que:

J2 = (-1)w?y

w
Entonces tenemos que las potencias n-ésimas de J,, serian las siguientes (dependiendo de si
n es par o impar):
(-, sin =2k
| (-Dkw?*Jg, sin=2k+1

Con esto separando términos pares de impares en la serie exponencial, obtenemos que e/t =

cos(wt)I> + L sin(wt)J,,, por lo tanto la solucién general de la ecuacién homégenea se escribe
de la forma:

1
Tp(t) = M <cos(wt)]2 + — Sin(wt)Jw> ¢
w
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(b) Como ya tenemos la matriz e, la cual también es una matriz fundamental, podemos uti-
lizar variacion de pardmetros, por lo que la soluciéon particular a la ecuacién corresponde a
(recordando que la inversa de et es e=4%)

¢ ¢
Ty — eAt/ e~ Ab(x)dr = / A=) () da
0 0

Aprovechando el calculo de la parte a, podemos tener de forma inmediata que:
Alt—z) _ A(it—x) L.
e =e cos(w(t — x))Ix + - sin(w(t — x))Jy

Luego si multiplicamos esa matriz por g(:c), obtenemos que el integrando corresponde a:

eA(t—z)g(x) _ eA(t—:r) < sin(wt) )

cos(wt)

Entonces la integrar en x € [0, ], se tiene:

7y = 5 (e 1) < sin(wt) )

cos(wt)

Por lo tanto la soluciéon general a la ecuacién corresponde a:

(t) = e (COS(wt)Iz + ésin(Wt)Jw> g+ %(e” —1) ( sin(wt) )

cos(wt)
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3.3. Analisis Cualitativo

Problema 3.20. Linealizar en torno a cada uno de los puntos de equilibrio del siguiente sistema:
¥ = x(7T—xz-2y)
/

y = yb-z—y)

Luego, en base a cada linealizacién, estudie la estabilidad del sistema.

Solucién: Lo primero que debemos hacer es buscar los puntos de equilibrio. Apreciando la forma
del sistema, sabemos que los puntos de equilibrio son cuatro. Recordamos que los puntos de
equilibrio satisfacen: f(z,y) = g(z,y) = 0. Es claro que los puntos de equilibrio son los siguientes:

Py=(0,0), P =(7,00, P,=(0,5), P3=(3,2)

Calculamos la matriz Jacobiana:

e = (S et )= (TR )

Reemplazamos los puntos de equilibrio en la matriz:

#A&®=(g g)

donde los autovalores son: \; = 7y A2 = 5. Como ambos autovalores son reales y mayores que
cero, se cumple el teorema de Hartman-Grobman y se concluye que el sistema es inestable
(repulsor no espiral) en Py.

s Py

L] P12
-7 —14
Jf:g(770) :< 0 -9 >

donde los autovalores son: Ay = =7y Ay = —2. Como ambos autovalores son reales y menores
que cero, se cumple el teorema de Hartman-Grobman y se concluye que el sistema es estable
(atractor no espiral) en P.

L] PQZ
-3 0
#ﬂ&®:<_5_5>

donde los autovalores son: A\ = =3 y Aa = —5. Como ambos autovalores son reales y menores
que cero, se cumple el teorema de Hartman-Grobman y se concluye que el sistema es estable
(atractor no espiral) en Ps.

s Ps:
-3 —6
Jf7g(372> T < -2 _9 )
donde los autovalores son: Ay =1y As = —6. Como ambos autovalores son reales, se cumple
el teorema de Hartman-Grobman y se concluye que el sistema es inestable (punto silla) en
Ps.

O
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Problema 3.21. Encuentre los puntos de equilibrio del sistema:

x’(t) — T2 — y2
y(t) = x2+y>—18

Utilizando el método de Linealizacion, clasifiquelos cuando sea posible como atractores, repulsores o
sillas.

Solucién: Hay que resolver el sistema:

0 = z? — o2
0 = 22492 —18

que resuelve: (3,3)7, (3,-3)T, (=3,3)T, (—3,-3)T. Para clasificarlos calculamos la matriz jaco-
biana:
2z 2y
U= ( 2r 2y )
Luego para (3,3)7 tenemos A =72 >0y 7= 12 > 0 y por ende es repulsor.
Para (3, —3)T tenemos A = —72 < 0 y luego (3, —3)7T es silla.
Para (—3,3)T tenemos A = —72 < 0 y por ende (—3,3)7 es silla.

Para (—3,—3)T tenemos A =72 >0y 7= —12 < 0 y por tanto (-3, —3)7 es atractor.

Problema 3.22. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales
t = x2(6—-2x—1y)
gy = y2-z-y)
Conxz >0,y >0.
(a) Encuentre los puntos estacionarios y dibuje el diagrama de fase local alrededor de cada uno de
estos puntos.

(b) Si (x(t),y(t)) es la solucién tal que (z(5),y(5)) = (0,10). Encuentre , si existe, el limite de la
solucién cuando ¢ — oo.

(c) Si(x(t),y(t)) es la solucién tal que (x(—1),y(—1)) = (2,8). Encuentre , si existe, el limite de la
solucién cuando t — oo.

(d) Si (x(t),y(t)) es la solucién tal que (x(0),y(0)) = (0,2). Encuentre , si existe, el limite de la
solucién cuando ¢ — oo.

Solucion:
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(a) Los puntos estacionarios son las soluciones de

0 = z(6—-2z—y)
0 = y2-z-y)

Resolviendo obtenemos los puntos (0,0), (0,2), (3,0) y (8/3,—2/3), como (z,y) pertenecen
al primer cuadrante, descartamos este tltimo punto.

Considerando f(x,y) = (6 — 2z —y) vy g(x,y) = y(2 — = — y), tenemos que sus derivadas
parciales son:

folzyy) = 6—4dz—y
fy(w,y) = —T
9u(T,y) = —y
gy(z,y) = 2—x—2y

Por lo tanto, la linearizacién en torno a cada uno de ellos esta dada por el sistema asociado
a las siguientes matrices:

(0,0) : <g g) :(0,2) : <_42 _02> ; (3,0): <—06 :?)

De donde (0,0) es un punto estacionario inestable repulsor o fuente y su diagrama se ve asf:
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De donde (3,0) es un punto estacionario estable o atractor y su diagrama se ve asi:

()

.

3
x(t)

Uniendo lineas el diagrama de fase del sistema en el primer cuadrante se ve asi:

(b) Las trayectorias en el eje y con y > 0 se mantienen en el eje y convergen a (0, 2).
(c) El diagrama de fase sugiere que converja al atractor (3,0).

(d) Como (0,2) es estacionario, la solucién converge a (0, 2).

Problema 3.23. Considere la familia de sistemas lineales:

f’:<a 1)5, a€R
a a

Determine para qué valores de a el sistema tiene un tnico punto de equilibrio. Luego, clasifique el
sistema, dependiendo de los distintos valores de a.

Solucién: Primero vemos de qué forma son los autovalores asociados. Definimos la matriz A:
a 1
A=
a a

Tr(A) =2a y det(A)=a®—a

Por lo tanto, los autovalores de A son:

de donde tenemos que:

A =a++Va N Xo=a—+a

Entonces, para determinar solo un punto de equilibrio (el origen), se debe cumplir que no haya un
valor propio nulo. Esto se debe a que si tenemos un valor propio nulo, en el infinito la solucién va
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a tender al vector asociado a ese valor propio nulo y no al origen; por lo tanto, tendriamos mas de
un punto de equilibrio, lo que contradice el enunciado.

Claramente los valores propios son nulos cuando: a = 0 y a = 1. Por lo tanto, vamos a analizar
los puntos de equilibrio en los casos en que a pertenece a cada uno de esos tres intervalos:

m g <O0:
Al = —|(I| + 74/ |(L| VAN Ay = —|a| — 1 |a|

Los dos valores propios son complejos conjugados, donde Re{a} < 0. Es decir, es estable
(atractor espiral).

m 0<a<1:
A >0 VAN Ao <0

Tenemos dos valores propios de signos opuestos, por lo que es inestable (punto silla).

= q>1:
A >0 VAN Ao =>0

Es decir, ambos valores propios son positivos; por lo tanto, es inestable (repulsor no espiral).
O

Problema 3.24. Estudie cualitativamente el comportamiento del sistema:

dx dy
o =z(l—z—-y) A E—y(O,?B—y—O,Bx)

en el cual, x e y representan la cantidad de individuos de dos especies que compiten por los mismos
recursos.

Solucién: Los puntos de equilibrio del sistema son (0,0), (1,0), (0,0.75) y (0.5,0.5). Procedemos a
estudiar la linealizacién del sistema en torno a dichos puntos:

(7)=Co o ) (3)

La solucién de este sistema es:

x \ _ LY ¢ 0\ o5t
(3)=o(0)erel(D)e

Por lo tanto, el punto actia como un repulsor en las direcciones de ambos ejes coordenados.
En cuanto a estabilidad, ambos valores propios del sistema linealizado son positivos, por lo
cual el punto de equilibrio es inestable.

(7)-(3 ) (5)
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La solucién de este sistema es:

x \ _ 1Y) 4 0,25t
(3)=e(o) el 5)

Por lo tanto, es un punto de equilibrio inestable que actiia como atractor en la direccién
definida por el eje X, y como un repulsor en la direccién definida por el vector (4,—5). En
cuanto a estabilidad, un valor propio del sistema linealizado es positivo, por lo cual el punto
de equilibrio es inestable.

= (0,0.75):

'\ 0,25 0 T
v )=\ —03m5 —075 /\ g

Por lo tanto, es un punto de equilibrio inestable que actiia como atractor en la direccién
definida por el vector (8,—3), y como un repulsor en la direccién definida por el eje Y. En
cuanto a estabilidad, uno de los valores propios del sistema linealizado es positivo, por lo
cual el punto de equilibrio es inestable.

= (0.5,0.5):
'\ ( -05 —05 T
v )\ =025 —0,5 y
La solucién de este sistema es:

(1)l 5o o 1)

Ambas exponenciales son negativas, por lo cual se tiene un punto de equilibrio atractor. En
cuanto a estabilidad, ambos valores propios del sistema linealizado son negativos, por lo cual
el punto de equilibrio es estable.

Juntando estos resultados, es posible esbozar el comportamiento del sistema no lineal, que se
muestra en el plano fase xzy de la figura.
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De la grafica se observa que la cantidad de ambas poblaciones tiende a un nimero estable en el

cual ambas conviven.
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Anexos

4.1. Transformada de Laplace

Definimos la Transformada de Laplace (LT) (unilateral) como:

LU0 = P) = [ s a
Propiedades de la LT: Sean £(f) = F'y L(g) = G entonces:
(a) Desplazamiento temporal, interesa calcular la LT de f(t — a)H(t — a):
L(f(t = a)H(t —a))(s) = e F(s)
(b) Desplazamiento en el dominio de Laplace:
L(e"f(1)(s) = F(s —a)

(¢) Derivacién en el dominio del tiempo:

L(f'(t))(s) =sF(s) = f(0) . L(f"(t))(s) = s*F(s) = sf(0) — f'(0)

podemos generalizarlo de la forma:

donde f©(0) = £(0).

(d) Integracién el tiempo con f(0) = 0:

0:
c </Otf(t)dt> (s) = %F(s)

(e) Derivacién en el dominio de Laplace:

£t FO)s) =~ F(s)
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Propiedad de la convolucién: Definimos:

t
) = F(0) = 9(t) = (£ 9)0) = [ 5t =il
que es conmutativa y tiene la propiedad en el dominio de Laplace que:

L(f(t) xg(1))(s) = F(s)G(s)

y asi mismo también:
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TRANSFORMADAS COMUNES

f(t) F(s)=L{f(t)} Dominio
C S 5>0
t" S:J!rl s>0, n=1,2,...
(A F(gqjll) §s>0,¢geR
e ! s>a
s—a
sin (at) 32;% s>a
cos (at) sz—k;ct? s>a
sinh (at) S f - s> |l
cosh (at) 2 i 2 s> |al
o(t —a) e % 0<a
e f(t) F(s—a)
f(t—a)H(t —a) e~ F(s)
d’n
a0 (1) L p(s)
)| EGs) = (F0D(0) + 8£0(0) +-- 4 571 (0))
t s
fr) dr e
0 s
ft)+g(t) F(s)G(s)
F
” /o
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4.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales

4.2.1. Valores y Vectores Propios

Sea A una matriz compleja de n x n. Sean A € C y Z # 0 tal que

AZ = \¥

= Kl escalar A se llama valor propio de A.

= El vector ¥ se llama vector propio de A.

A; es valor propio de A +— P(\) =det(4A—N\I) =0
Z; es vector propio de A «— T; € ker (A — A1)

= Se define la multiplicidad algebraica de A; a la cantidad de veces que dicha constante es solucién
de la ecuacién P(\) = 0; se denota por s;.

» Al nimero g; = dim{ker(A — \;I)} se llama multiplicidad geométrica del valor propio \;, que
corresponde a la cantidad de vectores linealmente independientes asociados a un mismo valor
propio.

4.2.2. Diagonalizacién

= Si una matriz A de n X n tiene n valores propios distintos, entonces A es diagonalizable.

= A es diagonalizable si y solo si para cada valor propio de A la multiplicidad geométrica es igual
a la multiplicidad algebraica.

= Una matriz A es diagonalizable sii A tiene una base de vectores propios. Més precisamente, si
V1AV = D, donde D = diag()\1,...,\n) y la columna i—ésima de V' es un vector propio @; de
A con valor propio A;.

= Sila matriz A no es diagonalizable, entonces es posible hallar vectores propios generalizados, de
modo tal que exista una matriz invertible P tal que P~'AP = J, con J la forma canénica de
Jordan.

4.2.3. Solucién al sistema ¥’ = AZ¥ para matrices diagonalizables

La solucién del sistema es

Aot , con AUk = )\kl_fk

f(t) =1 1716)\115 + ¢9 Uoe
Si A1, A2 son complejos, entonces A\ = Ay v ¥ = U. Asi, la solucién puede escribirse como

f(t) =d; Re{Ule)‘lt} + dy Im{ﬁle)‘lt}
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4.2.4. Solucién al sistema 7/ = A7 para matrices no diagonalizables

La solucién viene dada por
Z(t) = e1 TreM + e (772 + t171>e)‘t

con ¥ el vector propio asociado a A, y s un wvector propio generalizado.

4.2.5. Calculo de vectores propios generalizados

Hay dos métodos para determinar un conjunto de vectores propios generalizados de A (hay infinitas
maneras de elegirlos).

= Forma 1
(a) Se calcula el valor propio A de A.
(b) Se calcula @ resolviendo (A — AI)#; = 0.

(¢) Se calcula ¥, resolviendo a continuacién (A — A)U = ;. Este sistema tiene infinitas solu-
ciones pues la matriz A — Al no tiene inversa.

» Forma 2
(a) Se calcula el valor propio A de A.
(b) Se calcula ker(A — M) resolviendo (A — AI)Z = 0.
(c) Se elige a U2 como cualquiera que cumpla con:
i) (A=AD)2 T =0
i) (A— ) Ty #0
(d) Se calcula v; = (A — Al)

4.2.6. Matriz Fundamental

Se sabe que un sistema de n x n de la forma 7’ = AZ, con A diagonalizable, posee soluciones de la
forma

n
Et) =) aEi(t),  Tit) =veM
i=1
donde v; es el vector propio asociado al valor propio A;. El vector propio podria depender del pardmetro
t, en el caso en que la matriz del sistema no sea diagonalizable.
A partir de lo anterior, es posible escribir la solucidon general del sistema de la siguiente forma:
Z(t) = ®(t)¢

donde ®(t) es una matriz fundamental asociada al sistema. Esta matriz posee rango maximo (es
invertible) ya que sus columnas poseen las soluciones linealmente independientes del sistema. Es facil
ver que no existe una unica matriz fundamental, ya que se puede variar la eleccién de cada vector
propio.

Para determinar el valor de ¢ en la ecuacién anterior, ocupamos las condiciones iniciales:

e=70)=7 — F0)=d0) — &=(0)"'7
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4.2.7. Matriz Exponencial

Una forma de hallar la exponencial de un sistema es emplear la expansion de Taylor para la funcién
et de la misma forma que para la funcién exponencial de variable real:

_H+?+T+”.+ py 4+ ..

At A%? Ant _i (At)"
_n:0 n!

Notar que esta definicién es de utilidad para matrices nilpotentes, o cuando A se puede descomponer
como la suma de la identidad y una matriz nilpotente, i.e. que existe un k € N tal que

Ak =0

Por otro lado, notemos que:
t n—1

() =LAl -y B

por lo que la matriz exponencial es solucién del sistema de ecuaciones. En particular, la exponencial
del sistema es una matriz fundamental que satisface ®(0) = 1. Entonces, el sistema en cuestion se
puede reescribir como sigue:

Z(t) = d()®(0) tdy = Mty — . e =d()P(0) 7!

4.2.8. Sistemas de ecuaciones no homogéneos

El método de solucién para este tipo de problemas es igual que en el caso de ecuaciones de orden
superior: variacion de pardmetros. Sea el sistema

con solucién homogénea
Tp = ®(t)¢

Entonces, buscamos que la solucién particular sea de la siguiente forma:
Ty = O(t)u(t)
Reemplazamos la solucién particular en el sistema no homogéneo:
(1) = d(t) + P(t)a'(t) = AD(t)a(t) + b(t)

Reordenando lo anterior,

—

(q>'(t) + A@(t))ﬁ(t) + B (1)’ (t) = b(t)

donde la expresién al interior de 1 paréntesis es nula, puesto que ®(t) es solucién de la ecuacién
homogénea. Por lo tanto, se deduce que:

-

o()a =b(t) — @'(t)=ot)b(t) — a(t)z/o@(T)lb(T) dr



Finalmente, la solucion general es:
t —
Z(t) = Ty + Tp = () + <I>(t)/ d(t)"to(r) dr
0

Si ocupdsemos la exponencial del sistema como matriz fundamental, y dado que ®(0) = €% = T, se
tiene que:

t
Z(t) = eMiy + eAt/ e~ Ab(7) dr
0

4.2.9. Matrices defectuosas o no diagonalizables
Teorema de Cayley-Hamilton

Si en el polinomio caracteristico de una matriz A, P4(\), se sustituye A por A se obtendra siempre la
matriz nula; i.e. P4(A) = 0.

Vectores Propios Generalizados

Recordemos que:
2

t
tAMNG = § 4 t(A— NI)T+ (A A)25 4+ - - -

Buscamos, para cada valor propio A, vectores ¢ (tantos como la multiplicidad algebraica de \) tales
que (A—AD)'=00 (A—A[)?7 =00 (A— A[)30 = 0, etc. Para aquellos vectores que satisfagan

(A= A\D)P5 =0

con p > 1, diremos que ¥ es un vector propio generalizado de A correspondiente a .
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4.3. Linealizacion

4.3.1. Sistema Lineal

Recordemos que en un sistema lineal:

sus puntos de equilibrios son aquellos que resuelven

ar+by = 0

o
T=0e cx+dy = 0

De aqui es directo que si det(A) # 0 el tinico punto de estabilidad es (0,0)”. Ahora nos interesa conocer
el comportamiento asintético de la solucién. Sabemos que esto dependera de los valores propios. Segin
sea el valor propio (ya sea reales distintos, complejos conjugados, etc.) dependera la solucién del
problema. Recordando que los valores propios se obtienen como:

0=det(A—X)=\—a)A—d) —bc= A= (a+d)X+ad—bc
y recordemos la definicién de la Traza y el Determinante:
T=Tr(A)=a+d AN A=det(A)=ad—"bc
v las relaciones con los valores propios A y u como:
A= N T=A+u

podemos entregar el comportamiento asintotico segin estos nuevos parametros, ademés de los pardme-
tros utilizando los valores propios. Este resumen se presenta en la Figura 4.1 con respecto al punto

(0,07

4.3.2. Linealizacion

Consideremos el siguiente sistema:

dx
dy
- = g(z,y)

Deseamos analizar cualitativamente el sistema, i.e. sin la necesidad de resolverlo. Para ello, linealizare-
mos el sistema en torno a los puntos de equilibrio del sistema: f(zg, y0) = g(xo,yo) = 0. A continuacion,
planteamos las expansiones de Taylor de primer orden,

1’: = f(wo,90) + fz(z0,%0) - (x — w0) + fy(w0,90) - (¥ — vo)

¥y = g(z0,y0) + gz(x0,%0) - (z — z0) + gy(T0,%0) - (¥ — vo)

Escribiendo las relaciones anteriores en su forma matricial,

(o) =natromo (5750 )
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con Jy, la matriz jacobiana del sistema:

1= (5 1)

Utilizando como origen el punto (xg,yo), la linealizacién queda como sigue:

( 9;: ) = Jy,4(0,90) ( Zj >

Luego, las soluciones del sistema linealizado tienen la siguiente forma:

f(t) = Clﬁleklt + 621726>\2t

donde el resultado anterior es valido ssi se cumplen las condiciones del siguiente teorema.

4.3.3. Teorema de Hartman-Grobman

Considere el siguiente sistema no lineal, con f, g curvas lo suficientemente suaves (para tener derivadas
continuas)

= f(z,y)

y = g(z,y)

Supongamos que (g, %) es un punto de equilibrio del sistema y que J¢ 4(x0, o) no tiene valores propios
puramente imaginarios ni nulos. Entonces, existe un homeomorfismo h definido en un entorno U de
(20,%0), h : U — R?, que lleva las trayectorias del sistema no lineal sobre las del sistema linealizado.

4.3.4. Clasificacion de puntos de equilibrio

Sean A\ = a1 + tb, Ay = ao — ib los valores propios de la matriz jacobiana. Entonces,

a1 |as | b Tipo

+|+1 0 Repulsor no espiral
+ |+ |#0 Repulsor espiral

— | =10 Atractor no espiral

— | = |#0 Atractor espiral

+ | —|#0 Punto Silla

0 0 || Linea de puntos criticos
0|0 ]|#0 Centro
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N /?D\

N NN

atractor no espiral repulsor no espiral punto =silla centro
— —
)
NG NSV
atractor espiral repulsor espiral linea de puntos criticos

Si A1 = A9, entonces existen dos posibles casos:

(a) Si rango(Jﬁg(a:o, Yo) — A]I) = 0, tenemos un nodo especial.

\\J

/1N

(b) Si rango (vag(:no, Yo) — )\]I) =1, tenemos un nodo degenerado.

¥
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También se pueden clasificar los puntos de equilibrio de acuerdo a su estabilidad:

= Estable: Un punto de equilibrio se dice estable si los valores propios del sistema linealizado en
torno a dicho punto tienen todos parte real negativa.

= Inestable: Un punto de equilibrio se dice inestable si existe algin valor propio del sistema
linealizado en torno a dicho punto que tiene parte real positiva.

Otro método para clasificar los puntos de equilibrio:

El Teorema de Hartman-Grobman asegura que si J(z;, y;) no tiene valores propios nulos (aunque
sea 1) o valores propios inicamente imaginarios entonces el problema no lineal se comporta como el
lineal cerca de (x;, y;). Esto quiere decir que para conocer la forma de los puntos de equilibrio obtenidos
nos basta calcular el determinante y la traza de J (recordar la relacién entre la traza y el determinante
con los valores propios) y utilizar la siguiente figura:

det

d=(t/2)"2

espiral estable 1 espiral inestable
atractor repulsor

nodo inestable
repulsor

nodo estable
atractor

traza

silla inestable
(no repulsor)

Figura 4.1: Resumen de los parametros.

Note que inmediatamente si A < 0 es silla inestable el punto. Ademas los puntos donde esta la curva
A = 72/4, y las rectas cartesianas es justo donde el teorema de Hartman-Grobman no aplica.
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