Resumen I1 - Fisica Cuantica 1

» Funcién de onda: 9(%,t) € C tal que |1(F,t)|?dz3 densidad de probabilidad. Es decir:

/ 1W(Z, 1) 2d®r =1

= Medir la funcién de onda, determinar la particula, es decir colapso de la funcién de onda a 4.

s Ortonormalidad:

= Completitud:

Asi:

[ en@oin(a)ds = b

= Z Cnipn ()

= Conmutador: [A, B]f = ABf — BAf. Recordar que

[x,p] = ikl

Aparecen relaciones importantes de la fisica moderna, Einstein con su efecto fotoeléctrico logra

definir como particulas la luz con:

F=hk , ky=-— , E=hw

De Broglie hace el andlogo a la materia y obtiene el comportamiento ondulatorio de la materia, asi:

K=

h:

=~ 2 21.2
mu B p° Ik
h 2m 2m

Asi De Broglie crea la onda asociada a cada particula:

2

Y(Z,t) = g exp [;i <ﬁ. 7 pt>] — oL/ hiP

2m
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Como la funcién de onda es una distribucién de probabilidad tenemos lo clasico: esperanza,
desviacion estandar, funcién cualquiera, operador, etc.

Bw) = (o) = [vow'ds | V()= Aad = (&) - (a)

Podemos aplicar el operador p = —ihd—

h d¢*
n= [}
i daz
Ecuacion de Schrodinger: La ecuaciéon mas importante es tiempo dependiente, la satisfacen las
ondas de De Broglie (con V' = 0).

o = (v + V) ) v 1)

Definimos asi el Hamiltoneano H como:

h2
H——?ﬂﬂ+w)

la ecuacion se transforma en:
W
8t

Por otro lado como sabemos que fRS |¢|2dz = 1, esto implica que la derivada de lo anterior es 0.
Bésicamente esto se cumple si la funcién ||? decae lo suficientemente rdpido (1/r2). En un volumen
si usamos el Teorema de la divergencia podemos hacer lo siguiente:

d/ 2 13 7 oa
i wdx:/‘JdS
dt V‘| v

h * *
= %im (V™ —p*V)

es la corriente de probabilidad. Notar que es 0 si ¢ es real.

= Hy

donde

Transformada de Fourier: Si tenemos nuestra solucion definida en el dominio de la posiciéon
x podemos pasar al dominio del momentum obteniendo la transformada de Fourier. Asi:
1

_ i &R 3
o) = g [, PP

y analogamente:

— 1 iwp-Z/h
Y(T) = (27F71)3/2/R3 w(p)e’” /fd3p

Luego por el teorema de Parseval-Plancherel tenemos:

/|w%%=/Ww%%=1
R3 R3

lo que implica que |p(p)|* es también una distribucién de probabilidad relacionada con encontrar
a la particula con ese momento p.

| 2
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Solucién de (1) con estados estacionarios: Basicamente podemos construir soluciones con
un valor bien definido de energia, es decir asumiendo que la funcién de onda tiene un comporta-
miento temporal ya definido dado por De Broglie:

W(x,t) = (x)e P

lo anterior implica la ecuacién de Schrodinger tiempo independiente para estados estacionarios:

Ho =~V + V() ) o = By )

Es decir tenemos la ecuacién de autovalores (autovalores de energia) para H y autofunciones (au-
toestados de energia). Dado que el teorema de Parseval asegura en Fourier que:

AzAp, > g

lo anterior puede ser transformado a

AEAt > g

lo que implica que si E esta determinado, su desviacién estandar es 0, y por ende esta comple-
tamente indeterminado el tiempo. De hecho esto también se puede notar al ver que |1(x,t)|? no
depende de t si su dependencia temporal es exponencial compleja.

Potenciales unidimensionales: Bésicamente lo que sigue es resolver la ecuacién de Schro-
dinger para estados estacionarios. Tenemos los casos clasicos.

1. Caja de potencial (0 < x < a): bésicamente dentro de la caja su potencial es 0, y fuera su
potencial es infinito, lo que impide al electrén estar fuera de la caja. Al resolver la ecuacion
(2) e imponer las condiciones de bordes (continuidad en 0 y a) obtenemos los autoestados de
energia y autovalores de energia:

2 K2 2
n = \fsin (—mx) . B, = (”i) n=1,23..
a a 2m \ a

que son funciones ortonormales y forman un espacio completo. Lo que permite conocer por
completo la funcién de onda usando ortogonalidad si conocemos la condicién inicial del siste-
ma. Pues:

0(2,0) = 3 Awtine) — Ay = [ (w0007 (@)da
y luego la funcién de onda completa es:

1/}(*737 t) = Z Anwn(x)eiiEt/h

con E el autovalor de energia determinado en el problema.

2. Potencial escalon: El problemaes V =0siz <0y V = Vj si z > 0. Este problema consiste
en resolverlo suponiendo casos, si £ > Vy y si 0 < E < Vj. Para el primer caso determina
soluciones sinusoidales para ambos casos, asi:

P = Ae™  Be= T <0
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donde la primera exponencial es la onda transmitida y la segunda la onda reflejada. Y para
el otro caso: '
1)y = Te'?* x>0

Donde no hay otra componente pues se asume que la onda proviene desde —oo. Aqui las
condiciones para k y g estan determinadas por la ecuacién de Schrodinger, asi:
2m 2m
2 2
k :ﬁE 4 :ﬁ(E—Vb)

La solucién para este problema si imponemos A = 1 se encuentra usando las condiciones de
borde en x = 0 que son continuidad de ¥(0) y su derivada '(0).

Para el segundo caso, tendremos que ¢ es imaginario y por lo tanto 19 es una exponencial
real que decae (la otra no se pone pues la funcién de onda no debe explotar cuando = — 0.)

. Efecto tiunel: Basicamente el problema consiste en suponer que el potencial es 0 en todo
x excepto en una region entre —a < xr < a donde hay un potencial Vj. La gracia de esto
es que si suponemos que el sistema tiene energia E < Vj clasicamente la particula no puede
pasar la regiéon de potencial V. Pero en cuéntica, la particula si transmite. Esencialmente
habran 3 regiones, para z < —a tenemos ¥; = Ne’*® + Re~"* con la misma interpretacién
anterior. para —a < = < a tenemos 1y = Aed* + Be % y para x > a tenemos 13 = Tek®,
Asi si imponemos N = 1, podemos encontrar el factor de transmisién 7" si imponemos las
condiciones de borde (continuidad y continuidad de la derivada de ¢ en —a y a) obteniéndose:

T — o2ika 2kq
2kq cosh(2qa) + i(k? — ¢?) sinh(2qa)

Es importante notar que no es posible encontrar la particula dentro de la barrera de potencial,
y por otro lado podemos hacer una relacién con el tiempo medio que demoraria en cruzar.
Pues |T|? esta relacionado con la probabilidad de cruzar, entonces 1/|T|? esta relacionado
con la vida media. Asi como cldsicamente p?/2m = E — v = \/2E/m podemos conocer su
velocidad y con esto podemos determinar el tiempo de vida media como

a 1

= 92—
TP

donde a es el espacio donde puede rebotar la particula antes de cruzar.

. Delta de Dirac: En el potencial existe una delta ubicada en un punto a, digamos V(z) =
Ad(z — a) con A una constante de normalizacién. Basicamente para resolver esto, se resuelve
la ecuacién (2) para x < a y © > a, y luego imponemos condiciones de continuidad, y la
condicién de discontinuidad de la derivada. Asf si integramos (2) en un intervalo a — e, a+¢
nos queda:

a+e —FL2 a+e
/ — " + Xo(z — a)pdz = / Evdx

—€ 2m a—e

Si hacemos € — 0 la parte derecha da 0 por la continuidad de 1. Por TFC podemos integrar
la parte izquierda y por d(x — a) nos queda evaluada 1(a). Asi:

h2

s Wlate)—da—e)+X(a) =0 — |¢(a) —¢'(a”) = 75 \(a)

- 2m
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5. Oscilador Armoénico: El potencial de este problema es

ke

Vi) ="

La solucién a este problema no es trivial y esta dada por los autoestados de energia:

Unly) = V2 H,(y)

donde H,, son los polinomios de Hermite. En este caso

mw
Y=/
h
la adimensionalizacion de z. Por otro lado
k
w=—
m

Los autovalores de energia estan dados por:
E,=hw(n+1/2) n=0,1,2..

y nuevamente las soluciones son un conjunto completo. Luego la solucién final a este problema
es:

Wa,t) =Y Ane VP Hy(y)e "
n=0

Con A,, constantes por determinar usando la condicién inicial ¢(z,0) y la ortogonalidad de
los polinomios de Hermite.

6. Potenciales Periodicos: Aqui tenemos que V(x) = V(z + a). Si definimos el operador D,
como aquel que desplaza la funcién en a. Es decir D, f(x) = f(z + a) podemos probar que
[D, H] = 0 para los H con V periédicos. Lo anterior implica que los autovectores de H son
los mismos que D,. La representacion para D, es:

D, = ea% — plap/h
Asi el teorema de Bloch asegura que la solucién ¢ (z) serd de la forma:
$(z) = €70 (z)
donde U(z) tiene la misma periodicidad que V(z). donde e =% es un autovalor de D,.

7. Potenciales Pares: Al igual que lo anterior se puede probar que el operador paridad P tal
que Pf(x) = f(—z) tiene conmutador 0 con H si V es par. El Hamiltoneano nos asegura que
si 1(x) es solucién entonces ¥ (—z) lo es, lo que nos permite generar soluciones con paridad

definida:
1 1

V(@) = W) +d(=2)) , ¥ () = 5((z) = ¥(-2))

donde 9™ es par y ¢~ es impar (notar que solo generaremos nuevas funciones con paridad
definida si es que ¥(z) no tiene paridad definida). Ademas los autovalores de P son 1y -1
(para ¢t y para 1)~ respectivamente).
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Resumen 12 - Fisica Cuantica 1

Formalismo Matemdético: Definimos a .# un subespacio de L? (funciones cuadrado integra-
bles) donde % es el conjunto de funciones de onda. Donde claramente es un espacio vectorial con
todas sus propiedades asociadas:

» Sihi(r), Pa(r) € F = = Mhi(r) + Aata(r) € F donde A\, A2 € C

= El producto interno

(1) = / dug (r)b(r)

con las propiedades usuales de:

o (1) = (¥,9)"
o (0, M1 + Xath2) = A1(p, ¥1) + Ao, 92)

o (M1 + Aathz, ) = A (Y1, 9) + A3 (Y2, 0)
e La desigualdad de Schwarz: |(¢, )| < (¥,9)(p, @)

= Norma:
.0 = [ daluf
Operadores Lineales Hermiticos (Observables) A: Un operador lleva una funcién a otra.
Cumplen todas las propiedades usuales:
» Linealidad: A(a1f1 +azfa) = a1 A(f1) + a2A(f2) con aj,as € C
» Producto: AB(f) = A(B(f)) = A(g)
~—

g

» Conmutador: [A,B] = AB— BA , [A,B]f=A(Bf)— B(Af)

Como es hermitico cumple matricialmente AT = A y en forma de operador es tal que si

(f, Ag) = (Af,g)

Finalmente cabe destacar que en un observable, el autovalor del observable es el valor medido ex-
perimentalmente Af = Af, y A € R pues el operador es hermitico, y cumple que sus autovalores
son reales.

Bases: Como es un espacio vectorial, existen bases u;(r) (discreta) o wy(r) (continua) que asumimos
ortonormales:

(wi,uj) = /d%ufuj =0 , (wp,wy)= /dgmw;wp/ =d8(p—1p)

donde cada vector de .# puede ser escrito en la base. Lo anterior puede ser resumido en la siguiente
tabla:
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Base discreta u;(r) Base continua wp(r)
Ortonormalizacién (us, uj) = 0ij (wp, wy) = 6(p —p')
Completitud Z wi(r)ul(r') = o(r — ') /dp wp(r)w;(r') =46(r—1")
Expansion de (r) P(r) = Z Cill; Y(r) = /dp d(pﬁﬂp(r)
Expresion de los componentes de 1)(r) ¢ = (uj, (r)) &(P) = (wp, ¥(r))
Producto escalar (p, ) = Z bici (p,) = /dp @ (P)lz(p)
Parseval () =3, |ci]? (Y, 9) = /dp W(p)|2

Tabla 1: Resumen sobre las bases. En adelante se obviara el cachirulo ~ para referirse a las
componentes en una transformada como la FT.

Algunos ejemplos clésicos de bases son la de las ondas planas (Transformada de Fourier) dadas por:

L
vy (1) = ———e'P@/h
p(2) pre
y la base de posicién d,/(z) = §(z — 2). Por ultimo agregamos la operacién cambio de base,

supongamos tenemos dos bases distintas e;, €, y conozco las componentes de V en la base no
primada (V;). Luego las componentes de V' en la base primada se obtienen como:

N
Vi=>_ Vi
i=1
Producto Tensorial: Lo definimos entre vectores como una matriz que lleva un vector a otro
AV] = V5. Por definicién A = V] ® VQJf tal que hace lo siguiente sobre otro vector:
Ail = (Vi @ V)it = V1 (V)
——
eC

Si V1 y Vs son vectores finitos, entonces la matriz A simplemente se calcula como: A = V1V2T. Por
ultimo en % hace lo siguiente, transforma funciones en operadores tales que:

Fogl=1 / dr g™
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Postulados de la Mecanica Cuantica y Reglas de Cuantizacion:
1. El estado de un sistema estd completamente determinado por ¢ (&, ).

2. Todo lo que es posible medir u observar tiene asociado un operador Hermitico A = Af
(autoadjunto) que es llamado observable. Estos operadores se construyen a partir de sus
andlogos cldsicos.

3. Los tnicos valores medibles de un observable A son sus autovalores. Av,, = \,vn,

4. La probabilidad de observar el valor de A, es:
P(An) = [, (T, )

Y como vy, es una base podemos expandir (%, t) = >, cx(t)vi(Z). Lo que implica (vy,, ¢¥(Z, 1)) =
Cy(t) y por ende:
P(An) = |en(t)[?

Si existe un conjunto degenerado con el mismo autovalor A, entonces:

an

P(A) =Y [(vns, (1))

=1

5. Como consecuencia del proceso de medicién de la funcién de onda sufre un colapso hacia
el autovector v, asociado a ese autovalor A\, medido. Si existe degeneracién tiende a algin
autovector segun las probabilidades dadas por el respectivo producto interno.

6. Un sistema aislado en mecanica cuantica no relativista evoluciona de acuerdo a la ecuacion

de Schrodinger:
o h o
th— = |——V*"+ V(&
ot { 2m + VI >] v
Para cuantizar el sistema trabajar en forma de Hamilton y reemplazar x y p por sus respectivos

operadores, y los corchetes de Poisson por conmutadores.

Notacion de Dirac: Es necesario olvidarse del la posicion y momentum en una funcién de onda.
Esos son solo proyecciones de algo mas abstracto en una respectiva base. Asi definimos un subespacio
de un espacio de Hilbert & llamado el espacio de estado de una particula que es donde trabajaremos.

Elementos de & son llamados los kets, donde un ket anotado como [¢) corresponde a un

estado abstracto no referido a ninguna base. En general escribimos como un ket puede ponerse en
distintas bases:

wie) = [z o(@ o)
~ [ @ v o)

donde sus bases la propiedades de que su operador #|Z) = Z|¥) y asi mismo p|p) = p|p). Los kets
son lineales y cumplen [A\)) = My si A € C
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Elementos de &* (el espacio dual) son los llamados bras, donde:

y tal que:
Wl = [ & @v @
— [ & v @)
Los bras son antilineales pues cumplen que (A\)| = A*(¢] si A € C.

De aqui notando que como |z) y |p) son bases (ortonormales) es claro que como (z|x’) representa
el producto interno entonces:

(zla') =o0(x —a") A (plp)) =d(p—p)

y con esto es directo mostrar (¢ |i9) es el producto interno en la base que elijamos. Y podemos
llevar cualquier ket a su base respectiva de la formas:

Pla,t) = (elpt)) - Ppt) = (ple(t))

Por otra parte sabemos que

ipx/h —ip-z/h
(@p) = ~——r , (pl7) =
PI=omnprz > P T (orp)se

Las propiedades usuales del producto interno se mantienen como siempre:
= (pl) = (Ylp)*
(PlAhr + Aatha) = Ailp|n) + Ao {plth2)

(A1 + Aatho|p) = AT (Y1]p) + A3 {valp)
» La desigualdad de Schwarz: |(|@)[? < (]v) (p|p)

» Norma: (¢|¢)) real, positiva y cero si y solo si |¢)) =0

Bases: Se asumen ortonormales, y permiten expandir cualquier ket en la base.

) = ch|un> ; Cn= (un|y)

Operadores lineales: Llevan un ket, a otro ket siendo lineal. En general no conmutan y pue-
den ser expresados en forma matricial en una base donde su elemento (componente) de la matriz
en la base u; esta dado por A;; = (u;|Alu;)

Conmutadores: Definimos un conmutador entre operadores como [A, B] = AB — BA, con las
siguientes propiedades:

- [A,B] = —[B, 4]
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= [A+B,C]=[A,C]+[B,C] y [AB+C]=[A B]+[AC]
» [A4,BC] = [A, B|C + B|[A,C]

= [A,B"] =nB" YA,B] y [A", B]=nA""1[A, B] solo validos si A y B conmutan con su
conmutador, es decir [A, [A, B]] = [B,[A4,B]] =0

s [A,[B,C] +[C,[A, B + [B,[C, Al = 0

Destacamos los conmutadores en una dimension:

J d
9] = bl [Ha) = —int [H,p]zih%[

Producto Tensorial en Dirac: La notacién queda expresada por:

T = |4}l

que define un nuevo operador.

» Las bases u; completas cumplen que Z |un){un| = I'|o en forma continua:
n

/d?’x |z) (x

» Definimos el operador proyeccién de un ket [¢)) como:

—1 . [@rnei=1] . [P

es claro que es proyeccion pues notemos que:
Pylo) = [¥) (¥]e)
——
eC

un nidmero en direccién del ket [¢)). Por otra parte es necesario que v este normalizado, pues
debe cumplirse que:

P} = [0) )Wl = [¥) (¥l = Py

1

Operadores autoadjuntos: Son aquellos que son hermiticos (su operador adjunto es si mismo),
vale decir que AT = A. Para demostrar esto es necesario usar lo anterior

(APle) = (¢[Ap)
Vale decir en la notacién (1|A|p), A puede actuar donde quiera. Otra forma es usar lo siguiente:
(W]Al0)* = (ol AT|) = (ol Al)

Finalmente la forma para obtener el adjunto (transconjugar si es operador, conjugar si es un
numero) es usar lo siguiente:
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1. Reemplazar las constantes por sus conjugados.

2. Reemplazar los kets por sus bras asociados. Reemplazar los bras por sus kets asociados.
Reemplazar los operadores por su operador autoadjunto.

3. Invertir el orden de los factores (las constantes no son importantes). Por ejemplo:

My|ABlp) — X*(p|BTAT|p)

Los operadores R (o X )y P: Estos operadores autoadjuntos son aquellos que si se trabaja
en la base de posicién R es simplemente multiplicar por r (o x). As{ (esto es valido en 3d):

(rlRl) = r(rlv) ({2l X|$) = a(ely) )

y anslogamente para P: X
(p|Plh) = p(pl¥)

dado que son autoadjuntos se permite elegir aplicar donde quiera el operador, y elijo el lado con-
veniente, en este caso en los bras (x|, (p|. El operador P aplicado al dominio de la posicién x se ve
como:

(w|Plw) = —ihV (2¢) = —ihVi(a, 1)
tal como lo esperdbamos de antes p = —ihV. Asi mismo: x = —ih%. La forma de demostrar esto en

los problemas de (p|f( Ip) y (x\p |1} es insertar identidades convenientes de p y z, transformando
los operadores en producto de ntimeros y utilizar las relaciones para (z|p) y (p|z). Puede resultar
conveniente manejar las siguientes integrales:

/ e~ dy = \/? ) / —xle @y = —q 32\ /15 / 5c = o(k)
N a e 2 —o0 2T

Oscilador Arménico: Si ponemos k = w?m el hamiltoniano queda:

2 2

p w m _o
H="— 4+ —

2m+ 2 v

con [z, p] = ih. Definimos el operador de bajada @ (destruccién) y subida af (creacién) como:

N TP S T (TP
2h 2mwh 2h 2mwh

h hmw
x 2mw(a—|—a ) AN p=iy/ 5 (a' —a)

Lo que inmediatamente nos permite obtener que:

o bien:

H = hw(a'a +1/2)
Lo anterior permite definir:
= [a,al] = 1.

= [a, (a")"] = n(af)"~!
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» [H,a] = —hwa (bajada).
= [H,a'] = hwa (subida).

De aqui es claro que si [¢g) es un autoestado de H con energia E entonces a|tg) es un autoestado
con energia E — hw y af|¢p) es un autoestado con energia E + hw. Esto es valido siempre y cuando
la energia no sea negativa, pues necesariamente deben ser positivos por el lema.

Usando la notacién |n) para referirse al autoestado niimero n del oscilador arménico. Es claro
que debe haber un minimo pues no puede haber energias negativas. Luego definimos |0) con energia
%‘" el estado base. Queremos renormalizar los autoestados para hacerlos ortonormales asumiendo
que (0]|0) es 1. Para esto requerimos imponer que los otros vectores formados por multiplicaciones

de a' con |0) sean de la forma:

(a)"”
Vil

que cumplen (n|n) = 1. Esto nos permite inmediatamente usar que como diagonalizan H son una
base y luego:

|0) Vn >0

In) =

(nlm) = 6pm A Y In)(n|

Para resolver el estado fundamental en términos de funciones, solo basta usar que 0 = a|0)
y multiplicar por (z|. Luego cambiar a por su valor con respecto a x y p y resolver, con esto
obtenemos:

%o (.7)) — Ce—mwm2/(2h)

y usando que |1) = a'|0) expandimos nuevamente a' para resolver la EDO llegando a

[ Tmw
con y = TZU

Componentes de o y a! en la base |n): Para ello solo basta hacer:

a=1Ial =7 |n)(nla)_[m)(m| =7 (n|am)ln)(m|

nm

Yn(x) = Ce™/2H, (y)

Con lo que formamos an, = (n|ajm) los componentes del operador a en la base del oscilador
arménico. Usando que:

any=vnn—1 A dafln)=vn+1|n+1)
podemos demostrar que:

Unm = (nlalm) = vVm pm1 A al,, = (nla’m) = Vm +1 8pmi1
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Estados Coherentes: Son aquellos estados que permiten generar una evolucién temporal (en
este caso en el oscilador arménico) tal de esperar un resultado sin dispersion. Es decir que la evo-
lucion sea practicamente una onda viajera que oscila sin deformarse.

En términos matematicos se define como aquel estado (ket) que diagonaliza el operador de
destruccién a. Para este caso el estado viene dado por el |a) con a € C tal que:

CM[Z’t . an n
@) = Coe™®'|0) = Co Y H(GT) 10)

n=0

Como diagonaliza el operador a es claro que ala) = a|a) que es facil de demostrar usando la
definicién de |a) y el conmutador de [a, (a)"].

13 Rodrigo Henriquez Auba



Resumen 13 - Fisica Cuantica 1

Definimos la esperanza, promedio o valor esperado de un operador A con respecto a un estado
|¢)) como:

(A)y = (4) = (¥]Al)
y definimos la desviacién estdndar (raiz de la varianza) como:
AA=+/((A = /(A7) — (4)2
Teorema de Ehrenfest: Para un operador A y cualquier estado |1) se tiene:

d ; L d
ih— (I AW (1)) = (COI[A, H[w (1)) (ih-(A) = ([4, H])

y por ende se cumple: .
ih— (A) ) = ([A, H])()

Demostracién: Como A no depende del tiempo se tiene:

MAM—W c (W) A) + (Wl A!¢> (@/J!Alﬁ 1Y)
0

y luego como 1 es una funcién de onda cumple la ecuacién de Schrodinger:

d .
i lv) = Hip) A —in{y| = (6|H
se tiene: p
ih— (VIAW) = —(WIHA[Y) + WIAH|Y) = (W[4, H][Y) = (4, H]) D
Teorema: Sean P, () dos observables que no conmutan, i.e [@, P] # 0, entonces necesariamente:

APAQ >0

y en particular para la posicién y momentum se tiene:

AxAp > g

asi, este teorema se conoce como el Principio de Incertidumbre.

Conjunto completo de observables compatibles (CCOC): Cuando queremos tener una
base de autoestados para un operador A, tenemos en general 2 casos, el caso bueno en que dicha
base si diagonaliza al autoestado, donde a cada autoestado se le asocia un unico autovalor. Pero
también existe otro caso, en que existen distintos autoestados que tienen el mismo autovalor:

Alp) = anlty) i=1,2,....n;

Nosotros deseamos llamar a los autoestados por sus autovalores sin ambigiiedad, asi lo que se hace
es introducir otro operador B que conmute con A, i.e [A, B] = 0, y que por ende diagonalizan en la
misma base. Luego lo que queremos es que este nuevo operador con sus propios autovalores elimine
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la ambigiiedad. Finalmente si no arregla todo, introducimos un tercer operador que conmute con
los 2 anteriores, y repetimos este proceso hasta que no haya ambiguedad. Este proceso lo que nos
permite finalmente es que a cada autoestado le asociamos un tnico conjunto de autovalores. Asi en
el caso de que se requieren tres operadores A, B, C tenemos:

|¢n,€,m> = |TL,€, ’I?’L> A (n7£¢ m)

y simplemente usamos la terna de autovalores para A, B, C (n,{,m) respectivamente para refe-
rirnos al autoestado.

Constantes de Movimiento: Son aquellos observables que cumplen [A, H] = 0 y por ende

por el teorema de Ehrenfest:

d
h—(A) =0
ih—{4)

y luego por conmutar estos operadores pueden diagonalizarse en la misma base de autoestados del
Hamiltoneano. Luego como sabemos cuando un sistema parte de un autoestado del Hamiltoneano,
su autovalor no varia en el tiempo. Asi mismo el autovalor de ese mismo autoestado asociado a A
tampoco varia en el tiempo.

Cuadro de Heisenberg: A diferencia del cuadro de Schrodinger, en el cuadro de Heisenberg
los estados no varian en el tiempo, y son los operadores los que lo hacen. Para ello se define un

operador de evolucion temporal:

que nos permite relacionar el cuadro de Schrodinger con el de Heisenberg de la forma:

s (t)) = U(L, to)|vs(to))
y en términos de operadores como:
Ag(t) = U'(t,t0) AsU(t, o)

Note que si Ag es una constante de movimiento, A conmuta con H y por ende conmuta U (t, ty)
(solo use Taylor y propiedades de operadores). Como U tU = I es claro que Ay = Ag, resultado
obvio al pensar en el nombre de constante de movimiento. Por otra parte note que:

UT(tv tO) = U(ita tO)

y por ende de:
Ut (t, o)1) = U(=t.to) () = UTU(t0)) = |46(to))

En esencia el operador U suma t — ty al tiempo, y el operador UT resta t — ¢ al tiempo. Finalmente
es facil mostrar que dado del teorema de Ehrenfest, se cumple una especie de Teorema de Ehrenfest
en el cuadro de Heisenberg de la forma:

S Ap(t) = [An (1), H]
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Potenciales Centrales: Se quiere resolver:
h2
— VR V) |4() = B ()

donde V(r) es un potencial de la forma V(r) = —Ze?/r. Para ello serd conveniente trabajar en
coordenadas esféricas con todas las relaciones que se enuncian a continuacién:

x = rsinfcosy
y = rsinfsing
z = rcosf

con las relaciones de base:

7 sinf cos & + sinfsinp g+ cosf 2
6 = cosfcosp &+ cosfsinp g —sinf 2
p = —sing &+ cosy §

e inversamente: A
T sinf cos ¢ 7 + cos B cos 0 — sin pp
y = sin@sincpff—&—cosﬁsin(pé—i—cosﬁgb
z cosf 7 —sinf 6

con las siguientes propiedades:

86: aﬁ_o %:COSHQ gi:—(sinﬁf—i—coseé)

dV = r? sin drdfdey, ¥ 7, a0~ % @,

con las relaciones de los gradientes y laplacianos:

o, ¢ 0
00  rsinf 0y

V=it

o0
T
19 o) 1 9 o) 1 8
2 2 .
= ()= 0— )4+ —
v r2 or <7‘ @r) T sin @ 06 <sm 59) * 72 sin’ 0 Op?
v las relaciones entre derivadas:

0 0 1 9 lsingp d

= sin@cosg08—+70050coscp— - =
roor

Ox 00  rsinfd Oy
2 = sin#sin E—i—} 0 sin g_i_}cosgoi
oy R R S Y Oy
0 o 1. 0
5% - COSQE — ;smH%

Operador Momentum Angular: Tal como en mecanica cldsica definimos el momentum
angular como:

. h
L=Fxp="FxV
1
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que en coordenadas esféricas haciendo el producto cruz correspondiente (note que 7= r7) nos deja:

E—ﬁ — é E_FAE
S sin € Op 790

y si cambiamos 0 y ¢ por sus valores en cartesianas, y hacemos los respectivos productos puntos
es posible obtener:

_h s o 1 0 (. 0 1 0
LZ_Z% I <sin08«9 <Sm089>+sin295)g02>

Ademads con este método es posible demostrar que:

Ly, Ly =thL, , [L,,Lg)=ihL, , [Ly,L.]=1ihL,

Lo que significa que [E, E] # 0. Y ademas es posible escribir el Hamiltoneano en esféricas como:
R [10 (40 L? e?

S B i A — Eu(F

{ 2m [7”2 or (T 8T> h2T2:| r }w(ﬁ) ()

[L,H] = [L* H]=[L.,H] =0

Y finalmente como

es posible diagonalizar el Hamiltoneano con L?, L. y con el mismo H.

Momentum Angular como generador de rotacién: Tal como el operador momentum
permite trasladar en a de la forma: €!®/" el operador momentum angular permite rotar usando:

eup'L/h

donde ¢ es un vector perpendicular al plano de rotacién, y su modulo es el dngulo de rotacion. Es
decir 7/ = 7+ 67 con

—

5 =@ 7

consiste en rotar el vector 7 en un angulo ¢ en un plano de rotacién donde su normal es la direccién
de @. Para operadores es similar como antes:

A(F’) _ ez@i/hA(meflgﬁf/h
Asi por ejemplo si la rotacién es en el eje z se tiene:

cosf) —sinf@ O
R = cosf sinf O
0 0 1

y luego 7/ = RF.
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Resolucién del Atomo de Hidrégeno: Si elegimos el CCOC compuesto por H, L? y L..
Tenemos que para resolverlo debemos imponer 3 niimeros cuanticos. Tomando solo la parte angular
nos proponemos a resolver L2|\,m) = h2A|\,m), y L.|\,m) = hm|\,m). El problema para L, es
muy trivial, pues en esféricas:

ha

5 L.f(0,9) = hmf(0,0) = f(6,0) = g(0)e"™?

z
con la condicién de que f(6, ¢ + 27) = f(0, ), que cuantiza m € Z.

Operadores de subida y bajada: Definimos:
Li=L,+L,

respectivamente los operadores de subida y bajada. Es facil demostrar (usando los conmutadores
de Li) que
[Ly, L) =2RL, , [L, Li]=+hLy

entonces el autoestado definido como L |\, m) tiene autovalor m#+1. Y como A > m? implicara que
existiran valores minimos y méximos de m que permitiran que el méximo viene dado por £ y el
minimo por —¢ y con esto es conveniente redefinir el autovalor de L? como A = £(£ + 1). Con esto
cuando nos referimos al autoestado: |¢(¢ + 1), m) simplemente lo hacemos como |¢, m).

Parte Angular: Utilizando L |¢,¢) = 0 es posible obtener la EDO. Pues

i [0 0
— hel®
Ly = he (89 —i—zcot(@)a@)

y con esto generamos el ultimo autoestado y usando L_|¢,¢) = C|¢,¢ — 1) es posible generar todos
los estados. Normalizando todo, es posible obtener la soluciéon angular del 4tomo de hidrégeno que
viene dado por los armonicos esféricos:

20+ 1(0—m)? .
Yim (6 =(-1 — P (9)e'™?
lm( 730) ( ) |: A (£+m):| l ( )6
con { =1,2,...ym=—{ —{+1,.., £, P" los polinomios asociados de Legendre. Estos son una

base completa de funciones sobre la esfera.

Parte Radial: Dado que nuestra solucién es separable:

¢n€m(ra 97 (:0) fn( )}/lm( )

podemos simplemente reemplazar en la ecuacién de Schrodinger y cambiar L? por su autovalor.
Con esto nos queda una EDO que nos interesa resolver para energias negativas (estados ligados),
v que si hacemos los siguientes cambios:

2 2
re— A= UGy = £, Ulp) = e Puw(p)

/8m|E] h\2E

nos entrega usando Frobenius w(p) = p/™1 > i Cj P’ la recurrencia:

C+j+1-)
(G+1)(G+20+2)

Cj41 =
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que crece muy rapido y nos obliga a imponer que se haga 0 para algtin termino, osea imponer que
A € Z (es decir 3j tal que: A =¢+ j+ 1). Osea que si A = n € Z esto implica:

1 [\ 1 R,
E:‘zme<h> T T

Con esto finalmente llegamos a la resolucién que los niimeros cuanticos vienen dados por:

n=12..,00 , £=0,1,2,...n—1 , m=—{..¢
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