Resumen I3 - Senales y Sistemas

Transformada de Fourier Discreta (DFT): Citando a PIM: Antes de continuar es
necesario estudiar la relaciéon entre U y T'. Una funcion discreta puede ser periddica solo si
el periodo es un multiplo entero del intervalo de muestreo. Llamemos N a este muiltiplo.
En el espacio, el intervalo de muestreo es T y el periodo es 1/U (el inverso del intervalo
de muestreo en la frecuencia), se tiene que NT' = 1/U. O, en la frecuencia, el intervalo de
muestreo es U y el periodo es 1/T (el inverso del intervalo de muestreo en el espacio), se
tiene que NU = 1/T. Es decir:

NUT =1
Luego resolviendo la integral, obtenemos la DFT:
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Ahora para calcular la inversa se realiza el mismo analisis pero para la DFFT. Obteniéndose
la DFT inversa:

f[n] - T F[k]eiZwkn/N
k=0
En general tenemos 7' = 1 por lo que:
3 1 M=
F[l{l] — N f[n] —i2wkn/N
n=0
f[n] _ F[k?] i2wkn/N
k=0

De ahora en adelante siempre se tendra T = 1.

Interpretaciéon Matricial: Tenemos que gracias a la forma discreta de la DF'T podemos
escribirla como Matriz usando que:
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y WY =Wy que WNF = Wk,

A continuacién se muestran ejemplos de como calcular rapido VW para N potencias de 2.
Cada columna representa giros de la frecuencia natural, por ejemplo en el caso N = 2 el giro
de la columna 1 (se considerara la primera como columna 0) corresponde a un giro de su
frecuencia natural: 2m/2 = 7. Para el caso N = 4 la primera columna girara con frecuencia
27 /4 = /2 , la segunda lo hard con 7 y la tercera con gw. Esto es completamente analogo
si se hace por filas dado que es una matriz simétrica.

Figura 1: Como rotar la matriz

Para N = 2 tenemos:

I 111
:5[T ¢]:5[1 —1]
Para N = 4 tenemos:
(R 11 1 1
Wzl T~ | = :1 1 — -1 1
N A 411 -1 1 -1
T =l 1 @+ -1 —i



Propiedades de la DFT: Las simetrias se encuentran en la pagina 167 del libro de PIM.
Se nombrard como componente continua de la DET al valor £[0].

Si fln] — F[k] A g[n] — GJk] tenemos las siguientes propiedades:

1. Dualidad: ]
DFT(DFT{flnl}} = -/~

2. Conjugado: .
frin] — F*[—k]

3. Inverso: 3 3
fl=n] — F[=k]
Entiéndase f [—n| como dar vuelta el vector con respecto a 0. Por ejemplo:
(3547)=(7453).

4. Superposicion:

Si f[n] y g[n] tienen el mismo periodo, entonces:

fIn] + gln] — F[k] + G[K]

5. Desplazamiento:
Ya € 7 entonces: . . 3
f[n . CL] — 6—227rka/NF[k]

6. Operador de diferencias:
Ya € Z entonces:

7. Suma:
pln) = FI0) + 1)+ -+ flal = 3 7] — TPk, k0
en k= 0: . .
O ST ) Y]

Es necesario comprender que significa ¢[n|, para esto notemos que:

I O 1
~ 1) 710 +
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8. Convolucién Ciclica:

Si fln] y g[n| tienen periodo de mismo largo, entonces:

fln]  gln] — NF[K]G[K]

9. Producto:

Si f[n] y g[n] tienen periodo de mismo largo, entonces:

fnlgln] — Fk]  G[k]

10. Area:
11. Valor central:

12. Rayleigh:

n=0 k=0

Utilidades: A veces es necesario cambiar el largo de una senal, para esto podemos hacer 2
COsas.

1. Estirar y Replicar: Consiste en replicar (o estirar) la funcién para alargar su tamano,
esto producird un estiramiento (o réplica) en la senal en el otro dominio. Entiéndase
por estirar colocar ceros entre los valores de la funcién. Por ejemplo:

<1a3> — (2a _1)
y por lo tanto:
(1,3,1,3,1,3,1,3) = (2,0,0,0,—1,0,0,0)
Del mismo modo:
(1,3) = (2,-1)

entonces: 1
(1, 0,0,0,3,0,0, ()) — 1(2, -1,2,-1,2,—1, 2, —1)

En este caso es necesario agregar el termino }1, ya que la DFT divide por el largo del
vector, y por lo tanto si estiramos en 4 veces (de 2 a 8) el vector, se hard necesario
efectuar dicha division. No fue necesario hacerlo en el primer caso, dado que dicha
replica nos agrega lo que deberiamos quitar con la division.



2. Acolchar y Alargar: Al acolchar una funcién de largo N, es decir agregar N ceros
consecutivos, lo més lejano del origen (N /2 si el origen lo ponemos en 0), se producird un
alargamiento de la funcién en el otro dominio usando una interpolacién sinc entre
cada para de muestras. Si se agregan 2N se interpolan 2 valores entre cada par, y
asi sucesivamente. En sentido opuesto también es valida (frecuencia a tiempo).

Transformada de Fourier Réapida (FFT): Consiste en aplicar ciertos algoritmos para
calcular mas rapido la DFT aprovechando la simetria de la matriz WW. Destaca el de dividir
la funcién temporal (si es de largo par) en los valores pares e impares. Si hacemos un cambio
de variable para cada sumatoria con n = 2r y n = 2r+1, luego agrupando términos, sacando
términos fuera de la suma, juntando N/2 donde sea necesario y usando que:

WN _ e—i27r/N

tenemos:
81 -1

X[k] = = zpﬂwﬁ2+wﬁ jpr+uwﬁ2
r=0
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y llamando G[k] y H[k] a la parte par y la impar respectivamente tenemos:
2X[k] = G[k] + WE HI[K]

que queda representada en la siguiente figura:

x(0) — 2X(0)
DFT ;
x(2) ———= 2X(1)
N
x(4) — = 2 - 2X(2)
x(6) —— = - 2X(3)
(1) —— = ) - 2X(4)
DFT Wy
£) - 2X(5
*G) x  [HD M ®
N §
x(5) ———= 2 ) Y“ 2X(6)
W
x(7) ———— HG) - ~2X(7)
W,

Figura 2: Representacién de la FFT para el caso N = 8



Convolucién lineal versus ciclica: Dado que en los sistemas de entrada y salida se utiliza
la convolucién lineal y no la ciclica no es posible definir una funcién de transferencia en el
dominio de Fourier discreto. Es posible acolchar las funciones de entrada y respuesta al im-
pulso, para que la convolucién ciclica resulta igual que la convolucion lineal de las originales.
Es necesario agregar suficientes ceros para evitar la aliasién, para esto sera necesario agregar
a lo menos P — 1 ceros al vector #[n] (de largo L) o bien L — 1 ceros al vector h[n] (de largo
P), en total agregar m — 1 ceros, donde m = min{P, L}.

Consideraciones Practicas:

1. Aliasién: Surge de muestrear (Multiplicar por LLI(#/T")) una funcién en el dominio del
tiempo a una frecuencia baja, el teorema de Nyquist exige que T' < 1/2u, es decir que
la frecuencia de muestreo 1/7T sea mayor a 1/2u.. Por lo tanto para que no ocurra
aliasion se necesita que

1 1

>

T~ 2u,
es decir que se cumpla el teorema de Nyquist. En caso contrario, cuando 1/7T < 1/2u,,
habra aliasién, y con esto al intentar recuperar la senal inicial (convolucionando con
sinc(t/T') en el dominio del tiempo, es decir multiplicar por M(7T«) en el dominio de la

frecuencia) obtendremos otra (aqui se esta usando FT).

2. Interpolacion sinc: Como se explico antes, la interpolacién sinc sirve para recuperar
la senal que fue muestreada. Para esto se hace una convolucién con un sinc, es decir se
multiplica por un rect en el espectro (filtro ideal pasabajos). Asi se obtiene una senal
continua que pasa por las muestras, de ancho de banda limitado y es la mas suave que
pasa por dichas muestras. Un problema que puede surgir es por ejemplo con la funcién
Gauss, ya que dicha funcién tiene un ancho de banda ilimitado (Gauss(x) — Gauss(u)),
y al hacer todo este proceso de interpolacién sinc, recuperaremos una senal con ancho
de banda limitado, y por lo tanto no sera igual a Gauss.

3. Apodizacién y derrame: La apodizacién consiste en tomar solo parte de la senal
(hacemos esto en general por posibles problemas de memoria en un computador). Lo
mas obvio para apodizar consiste en multiplicar por un rect en el tiempo, el problema
es que al hacer esto convolucionamos con un sinc en el espectro, por lo que tendremos
una funcién con ancho de banda ilimitado, que no tiene frecuencia critica, y se pro-
ducira aliasion. Pero también es posible que ocurra derrame, es decir que al muestrear
en el dominio de la frecuencia se produce un corrimiento de las muestras. Para que no
ocurra este problema en funciones periddicas es necesario considerar una longitud de
apodizacion (del rect) que corresponde a un multiplo entero del periodo de la funcién
a muestrear. En el caso general la ventana de apodizacién debe ser suave para evitar
el derrame (es decir usar un rect es pésima idea, salvo para funciones periédicas).



Aproximacion de la DFT para la FT: Para esto se debe utilizar un filtro anti-aliasién,
un rect de ancho de banda 1/7, es decir convolucionar con un sinc en el tiempo. Poste-
riormente apodizamos la funciéon en el dominio del tiempo multiplicamos por un rect de
largo 275, M(z/To) (es decir convolucionar con un sinc(7pu) en la frecuencia) pero solo nos
interesa la parte de largo Tp, esto nos exige que el periodo de muestreo sea T' = Ty /N .Luego
multiplicamos por LL(z/T) para muestrear la senal y obtener la senal discreta, lo que nos
deja la DTFT (continua y periédica en la frecuencia), y luego muestreamos en el dominio de

la frecuencia usando LL(Tpu) para obtener la respectiva DFT (ver los dibujos en el libro de
PIM).

Transformada de Laplace de Tiempo Discreto (DTLT): La idea es igual a la LT
continua y su relaciéon con la F'T, y por lo tanto muestreamos la funcién y aplicamos LT
obteniendo:

F(s) = Z fln]es"T a < Re{s} <p

n=—oo

y su inversa:

T cti2n/T
fin] = —/ F(s)e'"Tds  a<ec<f

127
y como aun es valida la relacion s = o + 127u tenemos entonces que:

F(s) = DTFT{f[n]e """}

Transformada Z (ZT): Se define la transformada Z haciendo un cambio de variables en
la DTLT, z = e*T, con lo que obtenemos la transformada Z:

F(z)= ) fl)=""

n=—oo

Es extremadamente facil obtener la ZT a funciones finitas, por ejemplo:
(342157) =322 +42+2+ 127 +52 247272

En la Figura 3 se puede ver la relacién de como Re{s} = cte — |z| = cte e Im{s} = cte —
arg(z) = 277 - cte
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Figura 3: Relacion plano s y plano z

Regiones de convergencia:

1.
2.

Secuencias finitas: Convergen para todo z, es posible que no converja en el origen.

Secuencias infinitas derechas (causales): Convergeran para |z| > ||, donde « serd el
polo ubicado mas lejos del origen, es decir una circunferencia hacia afuera.

Secuencias infinitas izquierdas (anti-causales): Convergeran para |z| < ||, donde S es
el polo ubicado mas cerca del origen, es decir una circunferencia hacia adentro.

Secuencias infinitas: Convergeran para |a|<|z| <|f3|, donde estos son en general polos,
es decir un anillo.

Estabilidad: Un sistema sera estable si su respuesta al impulso tiende a 0, cuando el tiempo
va a infinito. En el dominio Z significara que la circunferencia unitaria esta dentro de la region
de la region de convergencia. Por otro lado si usamos que es estable si la respuesta al impulso
esta acotada, cuando el tiempo va a infinito; entonces necesitaremos que la circunferencia
unitaria del plano z sea a lo menos el borde de la regiéon de convergencia.



Propiedades de la ZT: Sean f[n] — F(z) con 1, <|z|<rs y g[n] — G(z) con s, <|z| < sz
entonces tenemos:

1. Linealidad:

af[n] + bg[n] — aF(z) + bG(z) max{ry, sq } <|z| <min{rg, sg}

2. Inversién:
fl-n] — F(z_l) ’I“a<|2|_1<7”5

3. Desplazamiento:
fln—m| — z7"F(2) ro<|z|<Ts

4. Convolucion:

fln] % gln] — F(2)G(2) max{rq, So } <|z| <min{rg, sg}

5. Correlacion:

fn]x gln] — F(2)G(z™Y) max{ra, sg} <|z| <min{rg, s, }

6. Diferenciacién en la frecuencia:
d

nfn] — —z%F(z) ro <|z|<7Ts

Notar que de aqui sale:

7. Escalamiento en la frecuencia:

20 fln] — F(zy'2) To < =

<rg

Si 2z es complejo la ZT es rotada en el plano Z. El médulo de 2z, produce un escalamiento
en el plano z.

8. Conjugacion:
ffn] — F*(z%) ro<|z|<Ts

9. Suma:

S PG ras<lel<rs



10. Decimacion:
fyln] —>F(zk) ra<|z|1/k<r5

donde:

Fonln] = fIn/k], sin es multiplo de k&
(R = 0, otro caso

11. Teorema del valor inicial: Si f[n] es causal.

fl0] = lim X(2)

Z—00

12. Teorema del valor final:
floo] = lim(1 — 271 F(2)

z—1

Solo es valido si los polos de (1 — 271 F(2) estdn dentro del circulo unitario.

Funcién de transferencia: Gracias a la propiedad 4 recuperamos esta valiosa informacién,
recordando que en los sistemas LIT se cumple que y[n] = h[n| %, z[n], tenemos que la funcién
de transferencia, la transformada Z de la respuesta al impulso, es:

Algunas Transformadas Z:

1.
dn] — 1 Vz
2.
dn—a] — 27 z#0
3.
1
[n] — T |z| > 1
4. 1
—r[=(n+1)] — = lz| <1
D. . ! cos(un)
— 27  cos(wy
— > 1
coslwon] 7] 1 — 2271 cos(wg) + 272 2
6. o
sinfwon] —n] — 2 sinfwo) 2] > 1

1 — 2z cos(wg) + 272
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